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WPROWADZENIE

Fragmenty rywalizu

Prezentowany algorytm jest procedura iteracyjng. W kazdym kroku
decydujemy w ktéra Sciane wtozymy wybrany fragment grafu. W ten
sposob otrzymujemy za kazdym razem coraz bardziej rozbudowane
czeSciowe wiozenie grafu w ptaszczyzne.
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WPROWADZENIE

Dla danego grafu G=(V,E) oraz jego dowolnego podgrafu G'=(V',E")
przez fragment rozumiemy:

@ pojedyncza krawedz k € E \ E' taka, ze vvw € V', ALBO

@ sume pewnej spdjnej sktadowej podgrafu G indukowanego przez
zbidr wierzchotkéw V \ V' oraz krawedzi taczacych ja z G'.
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Intuicja
Fragment

a zka

Sc

Fragmenty rywa

WPROWADZENIE

Rysunek: Rozktad grafu na podgraf i fragmenty

Szymon Bargtowski Demoucron, Malgrange, Pertuiset



WPROWADZENIE

a dopuszczalna
nenty rywalizujace

Zdefiniujmy kolejne pojecia:

Wierzchotek kontaktowy

Wierzchotkami kontaktowymi nazywamy wierzchotki wspdlne fragmentéw
i grafu G’, wzgledem ktérego te fragmenty powstaty.
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WPROWADZENIE

dopuszczalna
enty rywalizujace

Zdefiniujmy kolejne pojecia:

Wierzchotek kontaktowy

Wierzchotkami kontaktowymi nazywamy wierzchotki wspdlne fragmentéw
i grafu G’, wzgledem ktérego te fragmenty powstaty.

« - Sciezka nazwiemy dowolng $ciezke w obrebie danego fragmentu
zawierajaca dokfadnie 2 wierzchotki kontaktowe bedace jej koncami.
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Intuicja
Fragment

a - iciezka

Sciana dopuszczalna
Fragmenty rywalizujace

WPROWADZENIE

Fragment: 4—’—

a - Sciezka

. Wierzchotek kontaktowy

Rysunek: Fragment i « - Sciezka

<
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WPROWADZENIE

Fragmenty rywal

Dla danego czesciowego wiozenia G' grafu G w ptaszczyzne oraz
wybranego fragmentu f, éciana dopuszczalng nazwiemy taka Sciane G/,
ktéra zawiera wszystkie wierzchotki kontaktowe fragmentu f.
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Intuicja
agment
zka
Sciana dopuszczalna
Fragmenty rywalizujace

WPROWADZENIE

i jego $ciany dopuszczalnej

Fragment:

‘ Wierzchotlek kontaktowy _ Sciana dopuszczalna

Rysunek: Fragment z jedna Sciana dopuszczalna.

<
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WPROWADZENIE

Fragmenty rywalizujace

lej ykta

Fragment:

‘ Wierzcholek kontaktowy B <&.i,nhy dopuszczalne
——

Rysunek: Fragment z dwiema Scianami dopuszczalnymi.
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WPROWADZENIE

Oznaczenie:

Dla fragmentu S oznaczmy przez F(S) zbi6r wszystkich dopuszczalnych
$cian S (dla ustalonego czesciowego wtozenia G' grafu G w ptaszczyzne).

Definicja

Dwa fragmenty S oraz T rywalizujg ze sobg wtedy i tylko wtedy, gdy:

o F(S)NF(T) #0

e Vf € F(S)N F(T) istnieja « - $ciezki P1 C S oraz P2 C T takie, ze
P1 i P2 nie moga by¢ jednoczesnie wtozone w Sciane f. (UWAGA:
mozna tutaj réwnowaznie uzy¢ 3 zamiast V)

A\
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ALGORYTM Pseudokod

Ztozono$¢ czasowa

Dane wejsciowe: graf G

Alg

© Jako podgraf G’ grafu G wybierz dowolny cykl.
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ALGORYTM Pseudokod

Ztozono$¢ czasowa

Dane wejsciowe: graf G

Alg

© Jako podgraf G’ grafu G wybierz dowolny cykl.

@ Wyznacz wszystkie Sciany G'.
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ALGORYTM Pseudokod

Ztozono$¢ czasowa

Dane wejsciowe: graf G

© Jako podgraf G’ grafu G wybierz dowolny cykl.
@ Wyznacz wszystkie Sciany G'.
@ Oblicz F - zbiér wszystkich fragmentéw G ze wzgledu na G’
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ALGORYTM Pseudokod

Ztozono$¢ czasowa

Dane wejsciowe: graf G

© Jako podgraf G’ grafu G wybierz dowolny cykl.
@ Wyznacz wszystkie Sciany G'.
@ Oblicz F - zbiér wszystkich fragmentéw G ze wzgledu na G’

@ Jesdli F = () to znaczy, ze graf G' jest wlozeniem grafu G w
ptaszczyzne; G jest planarny, KONIEC.
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ALGORYTM Pseudokod

Ztozono$¢ czasowa

Dane wejsciowe: graf G

© Jako podgraf G’ grafu G wybierz dowolny cykl.
@ Wyznacz wszystkie Sciany G'.
@ Oblicz F - zbiér wszystkich fragmentéw G ze wzgledu na G’

@ Jesdli F = () to znaczy, ze graf G' jest wlozeniem grafu G w
ptaszczyzne; G jest planarny, KONIEC.

© Wyznacz dopuszczalne Sciany dla wszystkich fragmentéw € F.
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ALGORYTM Pseudokod

Ztozono$¢ czasowa

Dane wejsciowe: graf G

© Jako podgraf G’ grafu G wybierz dowolny cykl.
@ Wyznacz wszystkie Sciany G'.
@ Oblicz F - zbiér wszystkich fragmentéw G ze wzgledu na G’

@ Jesdli F = () to znaczy, ze graf G' jest wlozeniem grafu G w
ptaszczyzne; G jest planarny, KONIEC.

© Wyznacz dopuszczalne Sciany dla wszystkich fragmentéw € F.

Q Jedli istnieje fragment f € F bez dopuszczalnej Sciany, to graf G nie
jest planarny, KONIEC.
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ALGORYTM Pseudokod

Ztozono$¢ czasowa

Dane wejsciowe: graf G

© Jako podgraf G’ grafu G wybierz dowolny cykl.
@ Wyznacz wszystkie Sciany G'.
@ Oblicz F - zbiér wszystkich fragmentéw G ze wzgledu na G’

@ Jesdli F = () to znaczy, ze graf G' jest wlozeniem grafu G w
ptaszczyzne; G jest planarny, KONIEC.

© Wyznacz dopuszczalne Sciany dla wszystkich fragmentéw € F.

Q Jedli istnieje fragment f € F bez dopuszczalnej Sciany, to graf G nie
jest planarny, KONIEC.

@ Jedli istnieje fragment f € F z tylko jedna $ciana dopuszczalng,
przejdz do punktu 9.
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ALGORYTM Pseudokod

Ztozono$¢ czasowa

Dane wejsciowe: graf G

© Jako podgraf G’ grafu G wybierz dowolny cykl.
Wyznacz wszystkie $ciany G'.
Oblicz F - zbiér wszystkich fragmentéw G ze wzgledu na G’

Jedli F = () to znaczy, ze graf G’ jest wlozeniem grafu G w
ptaszczyzne; G jest planarny, KONIEC.

Wyznacz dopuszczalne Sciany dla wszystkich fragmentéw € F.

Jedli istnieje fragment f € F bez dopuszczalnej Sciany, to graf G nie
jest planarny, KONIEC.

Jedli istnieje fragment f € F z tylko jedna Sciana dopuszczalng,
przejdz do punktu 9.

© 60 ©6000O0

Q Wybierz fragment f € F (z wiecej niz jedna Sciana dopuszczalng).
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ALGORYTM Pseudokod

Ztozono$¢ czasowa

Dane wejsciowe: graf G

© Jako podgraf G’ grafu G wybierz dowolny cykl.
Wyznacz wszystkie $ciany G'.
Oblicz F - zbiér wszystkich fragmentéw G ze wzgledu na G’

Jedli F = () to znaczy, ze graf G’ jest wlozeniem grafu G w
ptaszczyzne; G jest planarny, KONIEC.

Wyznacz dopuszczalne Sciany dla wszystkich fragmentéw € F.

Jedli istnieje fragment f € F bez dopuszczalnej Sciany, to graf G nie
jest planarny, KONIEC.

Jedli istnieje fragment f € F z tylko jedna Sciana dopuszczalng,
przejdz do punktu 9.

Wybierz fragment f € F (z wiecej niz jedna $ciana dopuszczalng).

006 © 060 o600O0

Wyznacz dowolng « - Sciezke w f i wtéz ja3 w dowolng dopuszczalna
Sciane fragmentu f. PrzejdZz do punktu 2.
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ALGORYTM Pseudokod

Ztozono$¢ czasowa

/tozonos¢ czasowa

Przedstawiony algorytm dziata w czasie O(|V/|?):
o W kazdym obrocie gtéwnej petli dodajemy jedna Sciane do
powiekszanego, czeSciowego wtozenia G’ grafu G w ptaszczyzne.
@ Obrotéw gtéwnej petli jest O(|E| — |V/| + 1) (tw. Eulera)
e W grafach planarnych liczba krawedzi jest rzedu O(|V/])

@ Wyznaczanie fragmentéw, $cian dopuszczalnych oraz wktadanie « -
Sciezki w $ciane jest wykonalne w czasie O(|V/|).
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. T Lematy
DOWOD POPRAWNOSCI Dowéd

Lematl: O dopuszczalnych Scianach rywalizujacych komponentéw

Jedli dla dwoch rywalizujacych fragmentéw S i T zachodzi |F(S)| > 2
oraz |F(T)| > 2, to wtedy F(S) = F(T) oraz |F(S)| = |F(T)| = 2.
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. T Lematy
DOWOD POPRAWNOSCI Dowéd

Lematl: O dopuszczalnych Scianach rywalizujacych komponentéw

Jedli dla dwoch rywalizujacych fragmentéw S i T zachodzi |F(S)| > 2
oraz |F(T)| > 2, to wtedy F(S) = F(T) oraz |F(S)| = |F(T)| = 2.

Definicja: Graf fragmentéw

Dla ustalonego czesciowego wtozenia G' grafu G w ptaszczyzne grafem
fragmentéw nazywamy nastepujacy graf S(G') = (V, E):

@ V = zbiér fragmentéw G ze wzgledu na G’

o E = { (f1,f2) : f1 i f2 s3 fragmentami rywalizujacymi }

B o 3

Lemat2: O dwudzielno$ci grafu fragmentéw

Jesli przy ustalonym czesciowym wiozeniu G’ grafu G w ptaszczyzne
zachodzi F(S) > 2 dla wszystkich fragmentéw S, to graf fragmentdéw jest
grafem dwudzielnym.
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i T Lematy
DOWOD POPRAWNOSCI Dowéd

Plan dowodu poprawnosci omawianego algorytmu:

Q Jedli algorytm konczy sie w punkcie (4), to graf jest planarny.
@ Jesli graf G jest planarny, to algorytm znajduje witozenie grafu G w
ptaszczyzne (algorytm konczy sie w punkcie (4)).
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i T Lematy
DOWOD POPRAWNOSCI Dowéd

Dowdd, czesé 1

Wiemy, ze wtasno$¢ planarnosci jest zamknieta na branie minoréw
graféw, a w szczegélnosci na Scigganie $ciezek do jednej krawedzi.
Algorytm w kazdym kroku gtéwnej petli wktada wybrang « -
Sciezke z fragmentu S w pewna Sciane € F(S). Zauwazmy, ze
mozna przeprowadzi¢ doktadna symulacje tego procesu i kolejne
wilozenia $ciezek w Sciany odwzorowywac na ptaszczyznie -
dokfadajac najwyzej w razie potrzeby kilka sztucznych
wierzchotkéw na krawedziach « - $ciezki, aby dato sie ja
poprowadzi¢ przez Sciane nie przecinajac zadnych krawedzi. Tak
wiec jesli algorytm koriczy sie¢ w punkcie (4), to konczymy
symulacje majac wtozony w ptaszczyzne graf, ktérego minorem
jest graf wyjSciowy G. Zatem G jest réwniez planarny. [
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i T Lematy
DOWOD POPRAWNOSCI Dowéd

ktad z dodawaniem sz

Fragment: Sciana dopuszczalna fragmentu:

5
4
1
1 2 3

(:) Wierzcholtki sztuczne 2

@ Wierzchotki kontaktowe

o - $ciezka

Rysunek: Sciezka z dwoma dodanymi sztucznymi wierzchotkami.

<
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i T Lematy
DOWOD POPRAWNOSCI Dowéd

Dowdd, czesé 2

Udowodnijmy, ze jesli graf G jest planarny, to kolejne iteracje
algorytmu daja czesSciowe wiozenia grafu G w ptaszczyzne. Kazde
takie cze$ciowe wiozenie moze by¢ otrzymane z pewnego wtozenia
grafu G poprzez usuwanie wierzchotkéw i krawedzi. Ostatecznie
algorytm konczy sie w punkcie (4).

Indukcja po n - numerze iteracji:

Wybrany na poczatku dowolny cykl G’ jest czeSciowym wtozeniem grafu
G w ptaszczyzne oraz moze by¢ otrzymany poprzez usuniecie
odpowiednich wierzchotkéw i krawedzi z dowolnego wtozenia G* grafu G
w ptaszczyzne.
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i T Lematy
DOWOD POPRAWNOSCI Dowéd

Dowdd, czes$é 2 c.d.

n > 0: Mamy czeSciowe wlozenie G’ grafu G, ktére moze zostac
uzyskane poprzez usuwanie wierzchotkéw oraz krawedzi z pewnego
wiozenia G* grafu G w ptaszczyzne.

Rozwazmy 2 przypadki:

Przypadek 1

Wozgledem G’ istnieje fragment S taki, ze F(S) = { f }. Wtedy oznacza
to, ze w G* fragment S jest wewnatrz swojej jedynej dopuszczalnej Sciany
f. Wybieramy dowolna « - Sciezke C S i wktadamy ja w Sciane f.
Otrzymujemy czesciowe wtozenie grafu G, ktére moze by¢ osiagniete z
G* poprzez usuwanie krawedzi i wierzchotkéw.
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i T Lematy
DOWOD POPRAWNOSCI Dowéd

Dowdd, czes$é 2 c.d.

Przypadek 2

Wszystkie fragmenty wzgledem G’ maja co najmniej 2 dopuszczalne
Sciany. Wybieramy dowolny fragment T, pewng « - Sciezke C T, a
nastepnie wktadamy ja w jedna ze $cian F(T). Mozliwe s3 2 sytuacje:

o Wiozylismy Sciezke w ta sama Sciane, w ktérej T znajduje sie w G*
(wtedy mamy nowe czeSciowe wiozenie G’ grafu G, ktére mozna
uzyskaé z G¥)

o Wiozylismy Sciezke w inng $ciane a € F(T). Jedli T nie rywalizuje z
innymi fragmentami, to nadal mamy czesciowe wtozenie grafu G
osiggalne z wtozenia G** = (G* z fragmentem T przetozonym do
$ciany a). Jegli istnieja fragmenty rywalizujace z T, to graf S(T) jest
dwudzielny (Lematl), a kazdy fragment jego spdjnej sktadowe;
zawierajacej T ma dokfadnie 2, te same (Lemat2) Sciany
dopuszczalne {a,b}. Fragmentom z tej spdjnej sktadowej
zamieniamy w G* $ciany z a na b i z b na a otrzymujac G**, z
ktérego mozna uzyskaé nasze nowe czesciowe wtozenie G'. [J

Szymon Bargtowski Demoucron, Malgrange, Pertuiset




BIBLIOGRAFIA

Bibliografia:

Dokument i prezentacja:
@ http://www.mathe2.uni-bayreuth.de/EWS /demoucron.pdf
@ http://www.utdallas.edu/ nkk071000/combinatorics/planarity.ppt

Szymon Bargtowski Demoucron, Malgrange, Pertuiset



	WPROWADZENIE
	Intuicja
	Fragment
	a - sciezka
	Sciana dopuszczalna
	Fragmenty rywalizujace

	ALGORYTM
	Pseudokod
	Złozonosc czasowa

	DOWÓD POPRAWNOSCI
	Lematy
	Dowód

	BIBLIOGRAFIA

