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Drzewa

Skojarzenia w drzewach

Wybierajqc krawedZ do skojarzenia w drzewie zawsze warto jest
wybrac krawedZ potaczonq z lisciem.
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Drzewa

Skojarzenia w drzewach

Wybierajqc krawedZ do skojarzenia w drzewie zawsze warto jest
wybrac krawedZ potaczonq z lisciem.

Funkcja: Wszystkim lisciom przypisz value(v) := 0, dla pozostatych:
value(v) = NAND(xy, ..., xk)

gdzie x; to dziecko v, NAND(x1, ..., xx) = —(x1 A ... Axg).
Warto$¢ 1 oznacza wigc, ze wierzchotek zostanie skojarzony z
ktéryms ze swoich dzieci (posiada albo li$¢ jako dziecko albo
wierzchotek ktéry nie skojarzy si¢ z zadnym ze swoich dzieci).

Kamil Lenartowicz

Znajdowanie sk
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Drzewa

Skojarzenia w drzewach: algorytm

nie rownoleglej
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Skojarzenia w drzewach: algorytm
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Skojarzenia w drzewach: algorytm
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Skojarzenia w drzewach: algorytm
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Skojarzenia w drzewach: algorytm
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Skojarzenia w drzewach: algorytm
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Skojarzenia w drzewach: algorytm

for each leaf v do in parallel
value(v) := 0;
dla kazdego wierzchotka wewngtrznego wykonaj NAND
uzywajac tree-constraction;
for each v: value(v) = 1 do in parallel
wybierz dziecko w: value(w) = 0;
dodaj (v, w) do skojarzenia;

Kamil Lenartowicz
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Skojarzenia w drzewach: algorytm

for each leaf v do in parallel
value(v) := 0;
dla kazdego wierzchotka wewngtrznego wykonaj NAND
uzywajac tree-constraction;
for each v: value(v) = 1 do in parallel
wybierz dziecko w: value(w) = 0;
dodaj (v, w) do skojarzenia;

Twierdzenie

Najliczniejsze skojarzenie w drzewie moze by¢ wyliczone w czasie
O(log(n)) przy uzyciu O(n/log(n)) procesoréw na maszynie EREW
PRAM.

Kamil Lenartowi

réwnoleglej
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Grafy geste

Grafy geste

Graf nazywamy gestym jeZeli stopieri kazdego wierzchotka to
minimum n /2.




Skojarzenia w réznych klasach graféw
[ Jelelololele}

Grafy geste

Grafy geste

Graf nazywamy gestym jeZeli stopieri kazdego wierzchotka to
minimum n /2.

V.
Lemat

W grafach gestych dowolne maksymalne skojarzenie pokrywa co
najmiej n/2 wierzchotkow.

N
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Grafy geste

Algorytm: grafy geste o parzystej liczbie wierzchotkéw

@ znajdZ maksymalne skojarzenie w G

o stworz Sciezki powigkszajace dtugosci 3 pomiedzy
nieskojarzonymi wierzchotkami zawierajace po jednej krawedzi
skojarzone;j

@ znajdz skojarzenie doskonate pomigdzy mozliwymi Sciezkami a
krawegdziami skojarzenia z G

o wykorzystaj wybrane Sciezki osiagajac skojarzenie doskonate

Kamil Lenartowi
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Grafy geste

Algorytm: grafy geste o parzystej liczbie wierzchotkéw

Kamil Lenartowicz
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Grafy geste

Algorytm: grafy geste o parzystej liczbie wierzchotkéw

Kamil Lenartowicz

Znajdowanie
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Grafy geste

Algorytm: grafy geste o parzystej liczbie wierzchotkéw

Kamil Lenartowicz
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Grafy geste

Algorytm: grafy geste o parzystej liczbie wierzchotkéw

Kamil Lenartowicz
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Grafy geste

Grafy geste

Dla kazdej pary wierzchotkow wolnych istnieje minimum k mozliwych
Sciezek powigkszajacych gdzie k to liczba par wierzchotkow wolnych.

ie réwnoleglej
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Grafy geste

Grafy geste

Dla kazdej pary wierzchotkow wolnych istnieje minimum k mozliwych
Sciezek powigkszajacych gdzie k to liczba par wierzchotkow wolnych.

Fakt
Majqc maszyne z Common Read mozna wyznaczy¢ sciezki
powigkszajace w czasie O(log(n)).

Kamil Lenartowicz

Znajdowanie sk
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Dla kazdej pary wierzchotkow wolnych istnieje minimum k mozliwych
Sciezek powigkszajacych gdzie k to liczba par wierzchotkow wolnych.

Fakt
Majqc maszyne z Common Read mozna wyznaczy¢ sciezki
powigkszajace w czasie O(log(n)).

Twierdzenie

W grafie gestym o parzystej liczbie wierzchotkow skojarzenie
doskonate mozna wyznaczyé w czasie O(log*(n)) uzywajac O(m)
procesorow na maszynie CREW PRAM.

Kamil Lenartowicz
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Grafy regularne dwudzielne

Majqc kolorowanie krawedziowe grafu regularnego z uzyciem A(G)
kolorow gdzie A(G) to stopien wierzchotkow w G mozna tatwo
znaleZc skojarzenie doskonate - wystarczy wziac krawedzie
pokolorowane na jeden wybrany kolor.

Kamil Lenartowicz

Znajdowanie sk
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regularne dwudzielne

Grafy regularne dwudzielne

Fakt

Majqc kolorowanie krawedziowe grafu regularnego z uzyciem A(G)
kolorow gdzie A(G) to stopien wierzchotkow w G mozna tatwo
znaleZc skojarzenie doskonate - wystarczy wziac krawedzie
pokolorowane na jeden wybrany kolor.

Lemat

Niech 2F bedzie najwieksza potega dwdjki nie przekraczajgeq A > 0.
Wtedy istnieje rozktad

A=01+6+ 8+ 4

gdzie &; sq nieujemnymi liczbami catkowitymi oraz &; + §; < 2% dla
kazdej pary 1 <i+#j < 4.

Kamil Lenartowicz

Znajdowanie sk N na maszynie réwnoleglej
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Grafy regularne dwudzielne

Grafy o stopniu 2¢

Easy_Bipartite_Color(G, X)
if A(G) = 1 then pokoloruj graf 1 kolorem;
else
G1 := Halve(G);
G2 :=G —Gl;
podziel zbiér X na réwne zbiory X1 1 X2;
perform in parallel
Easy_Bipartite_Color(G1,X1);
Easy_Bipartite_Color(G2,X2);

Kamil Lenartowicz

Znajdowanie na maszynie réwnoleglej
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Grafy regularne dwudzielne

Grafy o dowolnym stopniu

{Ai}i=1.4 - podziat zbioru koloréw spetniajacy podziat liczby z
lematu (|\;| = 9;)

ie réwnoleglej
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Grafy regularne dwudzielne

Grafy o dowolnym stopniu

{Ai}i=1.4 - podziat zbioru koloréw spetniajacy podziat liczby z
lematu (|\;| = 9;)

®;; = \; U \j UX - zbior X - dowolne dodatkowe kolory tak aby |®;|
bylto potega dwojki

Kamil Lenartowicz
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Grafy regularne dwudzielne

Grafy o dowolnym stopniu

{Ai}i=1.4 - podziat zbioru koloréw spetniajacy podziat liczby z
lematu (|\;| = 9;)

®;; = \; U \j UX - zbior X - dowolne dodatkowe kolory tak aby |®;|
bylto potega dwojki

Locally_Valid_Coloring(G, ®) - kolorowanie niepokolorowanych
krawedzi w G tak aby z kazdego wierzchotka wychodzity krawedzie
o réznych kolorach - jednak krawedzie moga mie¢ rézne kolory na
koncach

Kamil Lenartowicz

Znajdowanie
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Grafy regularne dwudzielne

Grafy o dowolnym stopniu

{Ai}i=1.4 - podziat zbioru koloréw spetniajacy podziat liczby z
lematu (|\;| = 9;)

®;; = \; U \j UX - zbior X - dowolne dodatkowe kolory tak aby |®;|
bylto potega dwojki

Locally_Valid_Coloring(G, ®) - kolorowanie niepokolorowanych
krawedzi w G tak aby z kazdego wierzchotka wychodzity krawedzie
o réznych kolorach - jednak krawedzie moga mie¢ rézne kolory na
koncach

BadEdges(G) - ilo$¢ krawedzi majacych r6zne kolory na koricach w G

Kamil Lenartowicz
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Grafy regularne dwudzielne

Grafy o dowolnym stopniu

{Ai}i=1.4 - podziat zbioru koloréw spetniajacy podziat liczby z
lematu (|\;| = 9;)

®;; = \; U \j UX - zbior X - dowolne dodatkowe kolory tak aby |®;|
bylto potega dwojki

Locally_Valid_Coloring(G, ®) - kolorowanie niepokolorowanych
krawedzi w G tak aby z kazdego wierzchotka wychodzity krawedzie
o réznych kolorach - jednak krawedzie moga mie¢ rézne kolory na
koncach

BadEdges(G) - ilo$¢ krawedzi majacych r6zne kolory na koricach w G
SubGraph(G, ®) - podgraf G w ktérym obydwa kolory kazdej z
krawedzi naleza do ¢

Kamil Lenartowicz

réwnoleglej



Skojarzenia w réznych klasach graféw
00®000000000000000
Grafy regularne dwudzielne

Grafy o dowolnym stopniu

{Ai}i=1.4 - podziat zbioru koloréw spetniajacy podziat liczby z
lematu (|\;| = 9;)

®;; = \; U \j UX - zbior X - dowolne dodatkowe kolory tak aby |®;|
bylto potega dwojki

Locally_Valid_Coloring(G, ®) - kolorowanie niepokolorowanych
krawedzi w G tak aby z kazdego wierzchotka wychodzity krawedzie
o réznych kolorach - jednak krawedzie moga mie¢ rézne kolory na
koncach

BadEdges(G) - ilo$¢ krawedzi majacych r6zne kolory na koricach w G
SubGraph(G, ®) - podgraf G w ktérym obydwa kolory kazdej z
krawedzi naleza do ¢

Istniejq i, j takie Ze: BadEdges(SubGraph(G, ®)) > éBadEdges(G).

Kamil Lenartowicz

réwnoleglej
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Grafy regularne dwudzielne

Grafy o dowolnym stopniu - algorytm

Bipartite_Edge_Coloring(G, ®)

® := kolorowanie puste;

Locally_Valid_Coloring(G, ®);

while istnieje zta krawedz w G do
znajdz i, j maksymalizujace BadEdges(SubGraph(G, ®;));
Easy_Bipartite_Color(SubGraph(G, ®;;), ®;;);
usun kolor ze ztych krawedzi;
Locally_Valid_Coloring(G, ®);

Kamil Lenartowicz

Znajdowanie
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Grafy regularne dwudzielne

Grafy o dowolnym stopniu - algorytm

nie rownoleglej



Skojarzenia w réznych klasach graféw
00000®000000000000

Grafy regularne dwudzielne

Grafy o dowolnym stopniu - algorytm

nie rownoleglej
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Grafy o dowolnym stopniu - algorytm
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Grafy regularne dwudzielne

Grafy o dowolnym stopniu - algorytm
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Grafy o dowolnym stopniu - algorytm
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Grafy o dowolnym stopniu - algorytm
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Grafy o dowolnym stopniu - algorytm

nie rownoleglej



Skojarzenia w réznych klasach graféw
00000000000e000000
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Grafy o dowolnym stopniu - algorytm
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Grafy o dowolnym stopniu - algorytm
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Grafy regularne dwudzielne

Grafy o dowolnym stopniu - algorytm
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Grafy regularne dwudzielne

Grafy o dowolnym stopniu - algorytm

nie rownoleglej
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Grafy regularne dwudzielne

Grafy o dowolnym stopniu - algorytm

nie rownoleglej
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Grafy o dowolnym stopniu - algorytm
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Grafy o dowolnym stopniu - algorytm
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Claw-free graphs

Claw-free graph (pl: graf bez szponow) to graf ktory nie zawiera
indukowanego podgrafu K 3 (claw).

Pomigdzy
ktéras parg wierzchotkéw u, v, w musi istnie¢ krawedz.
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Claw-free graphs

Skojarzenie pseudo-doskonate

Skojarzenie pseudo-doskonate jest grafem rozpinajacym G w ktorym
kazdy wierzchotek ma nieparzysty stopien.
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Claw-free graphs

Skojarzenie pseudo-doskonate

Skojarzenie pseudo-doskonate jest grafem rozpinajacym G w ktorym
kazdy wierzchotek ma nieparzysty stopien.
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Claw-free graphs

Budowa skojarzenia pseudo-doskonatego

Istnieje algorytm nalezqcy do klasy NC konstruujqcy/testujqcy

skojarzenie pseudo-doskonate.
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Claw-free graphs

Budowa skojarzenia pseudo-doskonatego

Istnieje algorytm nalezqcy do klasy NC konstruujqcy/testujqcy
skojarzenie pseudo-doskonate.

Uktad n réwnaii z m zmiennymi nad GF(2) mozna rozwigza¢ w
czasie O(log?(n)) przy uzyciu m

>3 Procesoréw.
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Claw-free graphs

Cykle poprawiajace

x @y = x+ y(mod2) - operacja na zbiorach krawedzi - x,y € {0, 1}"
reprezentujq zbiory krawedzi.

ie réwnoleglej
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Claw-free graphs

Cykle poprawiajace

X @y =x+ y(mod2) - operacja na zbiorach krawedzi - x,y € {0, 1}"
reprezentujq zbiory krawedzi.

Np. Jesli 1" - zbiér E (wszystkie krawedzie) to 17 @ 1" = 0™ - zbidr
pusty.

Kamil Lenartowicz
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Claw-free graphs

Cykle poprawiajace

X @y =x+ y(mod2) - operacja na zbiorach krawedzi - x,y € {0, 1}"
reprezentujq zbiory krawedzi.

Np. Jesli 1" - zbiér E (wszystkie krawedzie) to 17 @ 1" = 0™ - zbidr
pusty.

Jesli M to skojarzenie pseudo-doskonate, a C jest cyklem to M & C
Jjest skojarzeniem pseudo-doskonatym.

Kamil Lenartowicz
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Claw-free graphs

Cykle poprawiajace

X @y =x+ y(mod2) - operacja na zbiorach krawedzi - x,y € {0, 1}"
reprezentujq zbiory krawedzi.

Np. Jesli 1" - zbiér E (wszystkie krawedzie) to 17 @ 1" = 0™ - zbidr
pusty.

Jesli M to skojarzenie pseudo-doskonate, a C jest cyklem to M & C
Jjest skojarzeniem pseudo-doskonatym.

Dodatkowo jesli M @& C ma mniej krawedzi niz M to C nazywamy
cyklem poprawiajqcym (augmenting cycle).

Kamil Lenartowicz

N na maszynie rownoleglej
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Claw-free graphs

Cykle poprawiajace
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Claw-free graphs

Cykle poprawiajace
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Claw-free graphs

Cykle poprawiajace
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Claw-free graphs

Skojarzenie pseudo-doskonate

Twierdzenie
Niech G graf claw-free o parzystej liczbie wierzchotkow, wtedy kazda
spojna sktadowa w G posiada skojarzenie doskonate.

ie réwnoleglej
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Claw-free graphs

Skojarzenie pseudo-doskonate

Twierdzenie

Niech G graf claw-free o parzystej liczbie wierzchotkow, wtedy kazda
spojna sktadowa w G posiada skojarzenie doskonate.

Obserwacja

Niech M skojarzenie pseudo-doskonate grafu claw-free G, jesli M jest
lasem indukowanym to M jest skojarzeniem doskonatym.

N
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Claw-free graphs

Skojarzenie pseudo-doskonate

Twierdzenie

Niech G graf claw-free o parzystej liczbie wierzchotkow, wtedy kazda
spojna sktadowa w G posiada skojarzenie doskonate.

| A

Obserwacja

Niech M skojarzenie pseudo-doskonate grafu claw-free G, jesli M jest
lasem indukowanym to M jest skojarzeniem doskonatym.

N

Algorithm Perfect_Matching
skonstruuj skojarzenie pseudo-doskonate M;
konwertuj M do skojarzenia pseudo-doskonatego F
ktére jest lasem;
konwertuj F do skojarzenia pseudo-doskonatego F’
ktére jest lasem indukowanym;

Kamil Lenartowicz

Znajdowanie sk i e rownoleglej



Skojarzenia w réznych klasach graféw

00000000®00000000000000000000
Claw-free graphs

Cykle fundamentalne

Niech T bedzie drzewem rozpinajacym grafu M. Cyklem
fundamentalnym ze wzgledu na T nazywamy cykl powstaty przez
dodanie jednej krawedzi z M do T.

Kamil Lenartowicz

Znajdowanie sk
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Claw-free graphs

Cykle fundamentalne

nie rownoleglej
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Claw-free graphs

Cykle fundamentalne

nie rownoleglej



Skojarzenia w réznych klasach graféw
00000000000e00000000000000000

Claw-free graphs

Cykle fundamentalne

nie rownoleglej
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Claw-free graphs

Cykle fundamentalne

nie rownoleglej
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Claw-free graphs

Cykle fundamentalne
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Claw-free graphs

Cykle fundamentalne
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Claw-free graphs

Cykle fundamentalne

nie rownoleglej
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Claw-free graphs

Cykle fundamentalne
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Claw-free graphs

Algorytm: konwersja M do lasu F

Niech M skojarzenie pseudo-doskonate, T drzewo rozpinajqce M a
Cy, ..., C, zbior cykli fundamentalnych ze wzgledu na T, wtedy

M@ C, & ... D C, jest skojarzeniem pseudo-doskonatym ktore jest
lasem.

Kamil Lena
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Claw-free graphs

Algorytm: konwersja M do lasu F

P(e, T, M) - ilos¢ cykli fundamentalnych w M ze wzgledu na T
zawierajqcych e modulo 2.
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Claw-free graphs

Algorytm: konwersja M do lasu F

P(e, T, M) - ilos¢ cykli fundamentalnych w M ze wzgledu na T
zawierajqcych e modulo 2.

Niech e = (u,v) gdzie v jest dzieckiem u. Wtedy P(e, T, M) jest sumq
modulo 2 wartosci p(w) po wszystkich wierzchotkach w poddrzewa o
korzeniu w v, gdzie p(w) oznacza ilos¢ niedrzewowych krawedzi z M
wychodzacych z w.
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P(e, T, M) - ilos¢ cykli fundamentalnych w M ze wzgledu na T
zawierajqcych e modulo 2.

Niech e = (u,v) gdzie v jest dzieckiem u. Wtedy P(e, T, M) jest sumq
modulo 2 wartosci p(w) po wszystkich wierzchotkach w poddrzewa o
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wychodzacych z w.
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Algorytm: konwersja lasu F do lasu indukowanego F’

@ Podejscie dziel i rzadzZ - szukamy wierzchotka ktéry dzieli
drzewo na komponenty maksimum % wielkoSci skojarzenia.

o W kazdej fazie zmniejszamy rozmiar najwigkszego zlego

2 . )
komponentu o wspétczynnik maksymalnie .
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