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Agenda

» Problemy klasy #P
» Problemy #P-zupetne

» Przykfad problemu #PC: zliczanie roszerzen
liniowych

» Przyktadowe algorytmy zliczania rozszerzen
liniowych



Klasa poblemow #P

Klasa #P — klasa problemow zliczania zwigzanych
z problemami decyzyjnymi z klasy NP

Przyktady:
NP #P
Czy istnieje w grafie cykl Hamiltona o lle istnieje w grafie cykli Hamiltona o
koszcie mniejszym niz 100? koszcie mniejszym niz 1007

Czy istnieje wartosciowanie spetniajgce | lle istnieje wartosciowan spetniajgcyh
formute CNF? formute CNF?

Czy istnieje doskonate skojarzenie w lle istnieje doskonatych skojarzen w
grafie dwudzielnym? grafie dwudzielnym?




Klasa problemow #P-zupetnych

Klasa #P-complete — klasa probleméw z #P
takich, ze kazdy problem z #P da sie do nich
zredukowac w czasie wielomianowym.

Przyktady:
> #SAT (ile jest wartoSciowan spetniajgcych zadang formute?)
» #HAMILTON_PATH (ile jest sciezek Hamiltona w grafie?)

» #PERMANENT (ile jest idealnych skojarzen w grafie
dwudzielnym?)



Dowodzenie przynaleznosci do

Redukcja problemu A do problemu B:

X sy A ) ?
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Dowodzenie przynaleznosci do

Redukcja problemu A do problemu B:
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Dowodzenie przynaleznosci do

Redukcja problemu A do problemu B:

X mes) A =) S(N)

R(x) =) B mmmmm) N

PC

Jesli S jest funkcjg identycznosciowg, to jest to redukcja

oszczedna.
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Trudnosc problemow z

Pi

PC

» Problemy z klasy #P sg co najmniej tak trudne
jak odpowiadajgce im problemy z klasy NP

» Jezeli istnieje wielomianowy algorytm dla
problemu z #PC, to P = NP (bo pokazano, ze
#SAT jest w klasie #PC). Taki algorytm nie jest

jeszcze znany ... ©



Pytanie kontrolne

#Pwc - klasa probleméw z #P, ktore odpowiadaja
problemom z NPC.

Czy #PC = HPc ?



Pytanie kontrolne

#Pwc - klasa probleméw z #P, ktore odpowiadaja
problemom z NPC.

Czy #PC = HPc ?

NIE!!



Problemy z

PC

Do klasy #PC nalezg tez problemy, dla ktorych
odpowiedni problem decyzyjny posiada

rozwigzanie wielomianowe.

Przyktad: Problem istnienia idealnego
skojarzenia w grafie dwudzielnym



Wazny przyktad problemu z #PC

Problem znajdowania ilosci rozszerzen liniowych
zbioru czesciowo uporzagdkowanego (posetu).

Poset = (P, <), |P| =n

Relacja < jest:

1. Zwrotna: a<adlaaz$S

2. Antysymetryczna: jeSlia<bib<a,toa=b
3. Przechodnia: jeslia<bib<c, toa<c



Poset

» Elementy x, y s3 poréwnywalne, jezelix <y luby < x

» Wpp x,y — nieporownywalne (x | | y)

» Porzadek liniowy: kazde 2 elementy P sg poréwnywalne
» tancuch w P: podziér P bedacy porzgdkiem liniowym

» Antytaincuch w P: podzbior P, w ktdrym wszystkie elementy sg
nieporownywalne

» Szerokosé P: rozmiar najwiekszego antytarnucha w P (w(P))



Rozszerzenia liniowe posetu

» Poset (P,<1) jest rozrzeszeniem (P,<), gdy dla x,y ze
zbioru P x £y implikuje x <1y

» Rozszerzenie liniowe = rozszerzenie bedgace
tancuchem



Diagram Hassego

» Przyktad diagramu Hassego:




Problemy zwigzane z posetami

» Jak znajdowaé wszystkie rozszerzenia liniowe?
> lle jest wszystkich rozszerzen liniowych?

> lle jest roszerzen liniowych, w ktdrych x jest na pozyc;ji
ustalonej pozyc;ji?
» lle jest rozszerzen liniowych, w ktérych x jest przed y?

Pierwszy problem da sie rozwigza¢ w zamortyzowanym czasie
statym (O(e(P)), gdzie e(P) —iloS¢ rozszerzen liniowych)

Ostatnie 3 problemy nalezg do klasy #PC.



Potrzebne pojecia

» Poset P jest kratg, jezeli dla dowolych x, y z P istnieje
inf{x, y}=xAv oraz sup{x,y}=xvy.

» ldeat: podzbidér D posetu P:
xUD,yUP,y<sx= xUD

» Filtr: podzbiér U posetu P:

xUuU,yUP,x<y= ylLU



Zliczanie rozszerzen liniowych

» Algorytm dynamiczny

Poset (P, <) o szerokosci k. Z tw. Dilwortha da sie go pokry¢ k
roztgcznymi tancuchami:

Xl’l < X1,2 < [ < X

1,n;

X2’1 < X2’2 < [ < X

1,n,



Algorytm dynamiczny

» Kazdemu ideatowi | mozna jednoznacznie
przyporzgdkowac krotke:

» Rozne ideaty sg reprezentowane przez rozne krotki,
np krotka (0,0,...,0) reprezentuje ideat pusty.



Algorytm dynamiczny

e[py,p,,---,P ] — ilos€ rozszerzen liniowych ideatu reprezentowanego przez
tg krotke

e[0,0,...,0] =1

Jesli (py,p,,---,P) Nie reprezentuje ideatu, to
e[p]_lpZI"'ka] = O

Jesli (py,p,,---,P) reprezentuje ideat, to
elpy,Py - Pl = elps-1,py-, Pl + €lpy,Py-1,...,0] + ... + €[py, Py, Py-1]



Algorytm dynamiczny

for all 0 <4y < nq..... 0< 2 <ngdoelip,... i =0
el0,...,0]:=1

fifo :==10

fifo — (0,...,0)

while fifo # () do begin
fifo — (p1.....pk)
for i :== 1 to k do begin
if p; < n; then begin
isDownSet := true
for j:=1to kdo
if j # 1 and p; < nj; and ;41 < Lip41 then
isDouwnSet .= false
if isDownSet then begin

it elpr,...,pi+1,..., pir] =0 then
fifo — (p1.....pi +1,....0k)
elpry-. o pi+1,.. ., ril =elpt,.. pi+ 1,00, i) +
+e[pie. e Pive e DE]
end
end
end
end

return efng
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Algorytm dynamiczny
» Na koniec obliczen:
gn,n,,....n ] =liczbarozszerzen liniowych

» Wszystkich krotek jest co najwyze;j:

u ( S (ng + 1));{ (n + k)*

H(ﬂ.i -+ l) < i

=1



Algorytm dynamiczny

» |los¢ operacji na przetworzenie krotki: #?
»taczna ilo$¢ operacji algorytmu: 2~ %(n + k)*
> Dla ustalonego k ztozonoé¢: O(n*)

> Dla k = O(n) ztozono$¢: O(n?2")



Algorytm Il — krata ideatow

» Krata ideatow:
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Algorytm Il — krata ideatow

» Krata ideatow:
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Oznaczenia

» ImSucc(l) — lista bezposrednich nastepnikow |
» Child(l) — lista bezposrednich poprzednikéw |
» LinExtFilter(l) — ilos¢ rozszerzen liniowych filtru P\l

» Visitedldeal(l) — flaga: czy | byt juz odwiedzony przez
algorytm



Algorytm

Build (Poset P)
zbuduj krate ideatow P;
count <- Assign(@);

Assign (Ideal |)
Visitedldeal(l) <- true;
extensions <- 0;
for each ideal I’ in ImSucc(l) do
if I’ = P then extensions <- extensions + 1;
else
if not Visitedldeal(l’) then extensions <- extensions + Assign(l’);
else extensions <- extensions + LinExtFilter(l’);
LinExtFilter(l) <- extensions;
return extensions;



Przyktad
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/najdowanie rozszerzen liniowych

» Kazde rozszerzenie liniowe odpowiada sciezce
od najmniejszego do najwiekszego ideatu



/najdowanie rozszerzen liniowych

Generate (Krata L)
1<-@;

E<'””'

while (I # P)
cumulAssignment <- 0O;

rand <- random number from {1,...,LinExtFilter(l)};
for each ideal I’ in ImSucc(l) do

cumulAssignment <- cumulAssignment + LinExtFilter(l’);
if rand < cumulAssignment then
E.add(I'\l);
| <-I;
break;
return E;



Zliczanie liniowych rozszerzen

» Pytanie: lle jest rozszerzen liniowych, w ktérych element x
wystepuje na pozycjii ?

Rozwigzanie:

Stosujemy algorytm Assign dla porzadku odwrdéconego i
otrzymujemy wartosci LinExtldeal(l) — ilos¢ liniowych
rozszerzen ideatu I.



Zliczanie rozszerzen liniowych

ComputeRanks(Poset P)
zbuduj krate ideatéw;
Assign(®);
for each element Ein P do
for each Heightin 1,...,|P| do
Rank(E, Height) <- O;
ComputeRank(@, 1);
return Rank;

ComputeRank(ldeal |, Integer Height)
Visitedldeal(l) <- true;
for each ideal I’ in ImSucc(l) do
Rank(I’\l, Height) += LinExtldeal(l) * LinExtFilter(l’);
if (I’ # P) and not Visitedldeal(l’) then
ComputeRank(l’, Heigh + 1);



Zliczanie rozszerzen liniowych

ComputeMutualRank (Ideal |, Integer Height)
Build the ideal lattice of P;
Assign(®);
For each element Ein P

For each element Fin P do

MR(E, F) <- 0;

ComputeMutualRankDFS(®@,1);
return MR;

// MR(E, F) —ilo$¢ rozszerzen, w ktérych
// element F jest przed elementem E

ComputeMutualRankDFS(Ideal |, Integer Height)
declare a local array HasVisited;
Visitedldeal(l)<-true;
for each ideal I’ in ImSucc(l) do
HasVisited(I’\l) <- true;
for each element Ein P do
if HasVisited(E) = True then
MR(I’'\I, E) <- MR(I’\l, E) + LinExtldeal(l) * LinExtFilter(l’)
if I’ # P and not Visitedldeal(l’) then
ComputeMutualRankDFS(I’, Height + 1);



/tozonosc

» Zliczanie rozszerzen liniowych: O(I(P) * w(P))
» Znajdowanie kolejnych rozszerzen liniowych: O(P * w(P))

» Zliczanie ilosci rozszerzen, dla ktorych x jest na pozycjii :
O(I(P) * [P| * w(P))

» Zliczanie ilosci rozszerzen, dla ktorych x jest przed y:
O(I(P)*|P| * w(P))
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Dziekuje za uwage!!

» Pytania?



