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LGrafy dwudzielne 3-regularne

LWyznaczanie doskonatego skojarzenia

Doskonate skojarzenia w grafach dwudzielnych 3-regularnych

m istnieje algorytm liniowy wyznaczania doskonatego skojarzenia
w grafie dwudzielnym

m wymaga tylko lokalnych operacji

m znajduje doskonate skojarzenia w grafach dwudzielnych prawie
3-regularnych

m graf prawie 3-regularny, to graf 3-regularny, z ktérego usunieto
jedna krawedz
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

LWyznaczanie doskonatego skojarzenia

Algorytm, c.d.

Niech u i v to wierzchotki o stopniu 2.
Przypadki proste:

B Ui v s3 potaczone krawedzig
mozna doda¢ te krawedz do skojarzenia i usuna¢ z grafu v i v

m obydwie krawedzie z u prowadza do tego samego sasiada
wybieramy dowolna krawedz do skojarzenia i usuwamy obydwa

wierzchotki z grafu
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

LWyznaczanie doskonatego skojarzenia

Algorytm, c.d.

Przypadek (troszke) trudniejszy:
u ma dwdch sasiadéw o stopniu 3.
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

LWyznaczanie doskonatego skojarzenia

Algorytm, c.d.

m usuwamy u oraz x, wstawiamy krawedz ep

m powstaty graf jest prawie 3-regularny

m posiada o dwa wierzchotki mniej

m mozna rekurencyjnie znalez¢ doskonate skojarzenie

m jesli ep jest skojarzona to w oryginalnym grafie skojarzone sg
tx 1 uy

m w przeciwnym przypadku skojarzona jest ux
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Twierdzenie (Voorhoeve)

Kazdy graf dwudzielny 3-regularny o 2n wierzchotkach posiada co
najmniej (%)" doskonatych skojarzen.
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Dowdd

m wystarczy pokazaé, ze teza zachodzi dla graféw prawie
3-regularnych

m dowdd przebiega indukeyjnie ze wzgledu na n

mdlan=1mamy3> % skojarzen
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Krok indukcyjny

Niech u i v to wierzchotki o stopniu 2.
Przypadki proste:

m obydwie krawedzie z u prowadza do tego samego s3siada
mozemy wybra¢ dowolna z tych krawedzi do skojarzenia,
2(3)" 1 = (3)"

m u i v s3 pofaczone jedna krawedzig
odktadamy na pézniej
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Krok indukcyjny c.d.

Przypadek trzeci:
u ma dwdch sasiadéw o stopniu 3.

m w kazdym doskonatym

skojarzeniu bedzie t
dokfadnie jedna krawedz &
sposréd eq, e, €3, &4 &
s X
u
m w grafie powstatym po \
usunieciu krawedzi e; jest a )
co najmniej (%) A

doskonatych skojarzen
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Krok indukcyjny c.d.

Przypadek trzeci:
u ma dwdch sasiadéw o stopniu 3.

m Niech G; to graf bez

krawedzi e, a M(G;) to t
ilos¢ skojarzen w grafie G; \<
e
: . s X

m Doskonate skojarzenia w G;

mozna podzieli¢ na trzy /

grupy: skojarzenia z u

krawedzig ep, €3 i &4 \
m Zatem zachodzi e Y

MN(G1) +N(G2) + N(G3) + %

M(Gs) = 3M(G)
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L Zliczanie skojarzen

Krok indukcyjny c.d.

Mamy zatem:

nG) > ()"

N(G1) + N(G2) + N(G3) + N(Ga) = 3N(G)
a stad:

N(G) = 3(N(G1) + N(G2) + N(G3) + N(Ga)) > (3)"
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Ostatni przypadek

Pozostaje rozpatrzy¢ przypadek, w ktérym wierzchotki stopnia dwa
s3 potaczone jedna krawedzia.

m w takim grafie Sciezke (x, u, v, y) mozna zamieni¢ na jedng
krawedz

m powstaje graf 3-regularny

m kazdemu skojarzeniu w takim grafie odpowiada skojarzenie w
oryginalnym grafie

m wystarczy pokazacd, ze w grafie 3-regularnym jest co najmniej
(%)”+1 doskonatych skojarzen

m dowdd podobny do poprzedniego przypadku
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Dowdd zakonczony

W ten sposéb udowodnilismy:

Twierdzenie (Voorhoeve)

Kazdy graf dwudzielny 3-regularny o 2n wierzchotkach posiada co
najmniej (%)” doskonatych skojarzen.

Okazuje sie, ze stata % jest najwieksza mozliwg.
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Dowdd

Spostrzezenie 1

llo$¢ rozmieszczen kn ponumerowanych kul w n pudetkach, tak by

w kazdym pudetku byto k kul wynosi (l,:?,?l
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Dowdd

Spostrzezenie 1

llo$¢ rozmieszczen kn ponumerowanych kul w n pudetkach, tak by

w kazdym pudetku byto k kul wynosi (':?,?

Spostrzezenie 2

llos¢ dwudzielnych graféw 3-regularnych o ponumerowanych

krawedziach i 2n wierzchotkach to (%y)z
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Kolejne spostrzezenia

Dla ustalonego, n-elementowego podzbioru krawedzi, ilos¢ graféw w
ktérych zbiér ten jest doskonatym skojarzeniem to: (n!%)2

n-elementowy podzbidr krawedzi mozna wybraé na (3n") sposobo6w.
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Kolejne spostrzezenia

Dla ustalonego, n-elementowego podzbioru krawedzi, ilo§¢ grafow w
ktérych zbiér ten jest doskonatym skojarzeniem to: (n!*5 2”) )2

n-elementowy podzbidr krawedzi mozna wybraé na (3n") sposobo6w.

Zatem ilos¢ graféw o 2n wierzchotkach z ustalonym doskonatym
skOJarzenlem to:

( )( !(2n)‘)2
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Obliczenia

Niech « to najwieksza taka stata, ze kazdy 3-regularny graf
dwudzielny posiada co najmniej o” doskonatych skojarzen. Wiemy,
ze o0 > %.
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Obliczenia

Niech « to najwieksza taka stata, ze kazdy 3-regularny graf
dwudzielny posiada co najmniej o” doskonatych skojarzen. Wiemy,

: 4
zeazg.

an((3")! )2 < (%D(m%)z
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Obliczenia

Niech « to najwieksza taka stata, ze kazdy 3-regularny graf
dwudzielny posiada co najmniej o” doskonatych skojarzen. Wiemy,
ze o0 > %.

an((:;?n)!)2 < (3n)( |(2n )

a < (Bn)(n! (22’21)' %)2
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Obliczenia

Niech « to najwieksza taka stata, ze kazdy 3-regularny graf
dwudzielny posiada co najmniej o” doskonatych skojarzen. Wiemy,
ze o0 > %.

3n)! 3 2n)!
an(GiF)? < (D) (m G2

a < (3n") (n! (227,)! %)2

3n 2n)! n n 3n)! ,nl(2n)! In
o < O GR35 = ¢/ P (R
»/nl(2n) n ./ nl(2
= (/T (B2 = 90yt

n
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Obliczenia c.d.

Wzér Stirlinga

nl

lim g =1
n—0o0 \/2I_In(g)”



O skojarzeniach bez $ciezek powigkszajacych

LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Obliczenia c.d.

Wzér Stirlinga

nl

lim g =1
n—0o0 \/2I_In(g)”

n/ nl(2n)!
9 (f(in)l)
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Obliczenia c.d.

Wzér Stirlinga

n!

lim ———— =
n—0o0 \/2I_In(g)”

9n ,,| 2,,)| 9n V2Mn(2)n\/2M2n(22)2n
~ V2M3n(3)3n
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Obliczenia c.d.

Wzér Stirlinga

n!

lim ———— =
n—0o0 \/2I_In(g)”

(3n V2M3n(32)3n

n)!
—9 2(3) ,/Vann/2M2n
(32)3 V2MN3n

o o/TENT 9\/\/2I'In( n)n\/3MT2n(22 )2
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Obliczenia c.d.

Wzér Stirlinga

3
‘?_
I

i

"% V2Mn(2)"

9./ 2,,)| ~Qr V2Mn(2)n\/2M2n(22)2n
(3n V2M3n(32)3n

_9 2(2”)2 V2Mny/2M2n

T3 V2M3n

— 4 n/V2Nnv2M2n
3 V2MN3n
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Obliczenia c.d.

Wzér Stirlinga

3
‘?_
I

i

"% V2Mn(2)"

3 V2M3n(32)3n

n)!
_ a(3)? /202020
=9 (32)3 V2MN3n

20y 9\/\/2I'In( n)n\/3MT2n(22 )2
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LGrafy dwudzielne 3-regularne

L Zliczanie skojarzen

Obliczenia c.d.

Wzér Stirlinga

3
‘?_
I

i

"% V2Mn(2)"

3 V2M3n(32)3n

n)!
_ a(3)? /202020
=9 (32)3 V2MN3n

20y 9\/\/2I'In( n)n\/3MT2n(22 )2

_ 4 V2[nv2M2n 4 N
3 2M3n pn—ooo 3
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LNajliczniejsze skojarzenia bez Sciezek powigkszajacych

L Twierdzenie Tuttego

Macierz Tuttego

Macierz Tuttego

Macierza Tuttego dla grafu nieskierowanego G = (V/, E) nazywamy:

xj  (ij)eE, i<
[Telij=4—xi (i,j))€E,i>]
0 w p. p.
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LNajliczniejsze skojarzenia bez Sciezek powigkszajacych

L Twierdzenie Tuttego

Macierz Tuttego

Macierz Tuttego

Macierza Tuttego dla grafu nieskierowanego G = (V/, E) nazywamy:

xj  (ij)eE, i<
[Telij=4—xi (i,j))€E,i>]
0 w p. p.

Twierdzenie (Tutte, 1947)

detTs # 0 wtw. w grafie G istnieje doskonate skojarzenie.
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L Twierdzenie Tuttego

Wyznacznik — interpretacja

n

detTg = Z sgn(o) H tio(i)

o:{1..n}—{1..n} i=1
o—permutacja

m kazdemu sktadnikowi sumy odpowiada wybér n krawedzi z
grafu

m kazda krawedz mozna przyporzadkowac do wierzchotka
(skierowac)

m kazdy wierzchotek ma stopiefd wejsciowy i wyjsciowy 1

m zatem taki wybdr krawedzi tworzy pokrycie cyklowe grafu
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LNajliczniejsze skojarzenia bez Sciezek powigkszajacych

L Twierdzenie Tuttego

Pokrycie cyklowe a skojarzenie

jesli w grafie istnieje doskonate skojarzenie, to w pewnym
pokryciu cyklowym wszystkie cykle s3 parzystej dtugosci

jesli w grafie nie istnieje doskonate skojarzenie, to w kazdym
pokryciu cyklowym istnieje cykl nieparzystej dtugosci

N
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LNainczniejsze skojarzenia bez Sciezek powigkszajacych

LTwierdzenie Tuttego

detTg = Z sgn(o) ﬁ tio(i)
i=1

o:{1l..n}—{1..n}
o—permutacja

Kluczowy fakt:
W powyzszej sumie, sktadniki odpowiadajace pokryciom cyklowym,
w ktérych pewien cykl ma nieparzysta dtugosé, “zjadaja sie”

Ly Ly
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LNainczniejsze skojarzenia bez Sciezek powigkszajacych

LTwierdzenie Tuttego

n

detTg = Z sgn(o) H tio (i)

o:{1..n}—{1..n} i=1
o—permutacja

dla kazdego pokrycia z cyklem nieparzystej dtugosci istnieje
pokrycie, w ktérym ten cykl jest skierowany w przeciwnym
kierunku

niech odpowiadajace im iloczyny []7_, tio(iyto Ci C'
czym sie od siebie réznig C i C'?

sktadaja sie z takich samych krawedzi, zatem w C i C’ s3 te
same zmienne

zmienne odpowiadajace krawedziom na cyklu brane s3 z
przeciwnymi znakami

cykl ma nieparzysta dtugosé¢
czyli C =-C'
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LNainczniejsze skojarzenia bez Sciezek powigkszajacych

LTwierdzenie Tuttego

Pozostaje pokaza¢, ze znaki permutacji odpowiadajacych C i C’ s3
przeciwne

permutacje te wygladaja tak samo jak odpowiadajace im
pokrycia cyklowe

zatem ich rozktad na cykle jest bardzo podobny — réznj sie
jedynie zwrotem jednego cyklu

znak permutacji jest funkcja dtugosci cykli
zatem znaki tych permutacji s3 réwne

Czyli, dla grafu, w ktérym nie ma doskonatego skojarzenia,
detT¢ = 0.
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L Twierdzenie Tuttego

Dowdd w drugg strone

Jesli w grafie istnieje doskonate skojarzenie, to odpowiadajace mu
sktadniki sumy:

detT¢ = Z sgn(o) ﬁ tio(i)
i=1

o:{1l..n}—{1..n}
o—permutacja

s iloczynami kwadratéw zmiennych.
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LNajliczniejsze skojarzenia bez Sciezek powigkszajacych

L Twierdzenie Tuttego

Tym samym twierdzenie zostato udowodnione.

Twierdzenie (Tutte, 1947)

detTg # 0 wtw. w grafie G istnieje doskonate skojarzenie.
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L Obliczanie wyznacznika macierzy Tuttego

Obliczanie wyznacznika

Jak policzy¢ detTg?
m obliczenie przy uzyciu eliminacji Gaussa daje algorytm
wyktadniczy

m nie trzeba oblicza¢ tego wyznacznika, wystarczy sprawdzi¢ czy
jeston =0

m mozna wylosowa¢ wartosci x; j i sprawdzi¢ warto$¢ wyznacznika
m wyznacznik to wielomian wielu zmiennych stopnia n

m w przypadku wielomianéw jednej zmiennej, taki wielomian ma
CO najwyzej n zer

m okazuje sie, ze dla wielomianéw wielu zmiennych jest podobnie
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LNajliczniejsze skojarzenia bez Sciezek powigkszajacych

L Obliczanie wyznacznika macierzy Tuttego

Obliczanie wyznacznika c.d.

Niech p bedzie liczba pierwsza oraz W wielomianem m zmiennych
stopnia n > 0. Wéwczas ilo$¢ takich (x1,x2, ..., xm) € Zp, ze

W(x1,x2, ..., Xxm) = 0 nie przekracza %pm

Dowéd: tatwa indukcja.
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LNajliczniejsze skojarzenia bez Sciezek powigkszajacych

L Doskonate skojarzenie vs najliczniejsze skojarzenie

Doskonate skojarzenie vs najliczniejsze skojarzenie

Za pomoca dowolnego algorytmu sprawdzania, czy w grafie istnieje
doskonate skojarzenie da sie obliczy¢ rozmiar najliczniejszego
skojarzenia. Zachodzi prosty fakt:

Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach, zas G, x grafem G, do
ktérego dotozono k wierzchotkéw potaczonych z kazdym
wierzchotkiem G.

Woéwczas, w Gk istnieje doskonate skojarzenie wtedy i tylko wtedy,

. .. . . . . - n—k
gdy w G istnieje skojarzenie licznosci *-.
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LWyznaczanie najliczniejszego skojarzenia

Wyznaczanie najliczniejszego skojarzenia

m kolejno usuwamy krawedzie z grafu

m po kazdym usunieciu sprawdzamy rozmiar najliczniejszego
skojarzenia

m jesli rozmiar najliczniejszego skojarzenia sie zmniejszyt, to
znaczy, ze usunieta krawedz nalezy do kazdego najliczniejszego
skojarzenia w tym grafie

m w takim przypadku nalezy ja przywréci¢

m potrzeba wiec O(m logn) wywotan procedury sprawdzajace;j
istnieje doskonatego skojarzenia
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L Woyznaczanie najliczniejszego skojarzenia
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