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Grafy dwudzielne 3-regularne

Wyznaczanie doskonaªego skojarzenia

Doskonaªe skojarzenia w grafach dwudzielnych 3-regularnych

istnieje algorytm liniowy wyznaczania doskonaªego skojarzenia

w gra�e dwudzielnym

wymaga tylko lokalnych operacji

znajduje doskonaªe skojarzenia w grafach dwudzielnych prawie

3-regularnych

graf prawie 3-regularny, to graf 3-regularny, z którego usuni¦to

jedn¡ kraw¦d¹
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Grafy dwudzielne 3-regularne

Wyznaczanie doskonaªego skojarzenia

Algorytm, c.d.

Niech u i v to wierzchoªki o stopniu 2.

Przypadki proste:

u i v s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡

mo»na doda¢ t¦ kraw¦d¹ do skojarzenia i usun¡¢ z grafu u i v

obydwie kraw¦dzie z u prowadz¡ do tego samego s¡siada

wybieramy dowoln¡ kraw¦d¹ do skojarzenia i usuwamy obydwa

wierzchoªki z grafu
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Grafy dwudzielne 3-regularne

Wyznaczanie doskonaªego skojarzenia

Algorytm, c.d.

Przypadek (troszk¦) trudniejszy:

u ma dwóch s¡siadów o stopniu 3.
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Grafy dwudzielne 3-regularne

Wyznaczanie doskonaªego skojarzenia

Algorytm, c.d.

usuwamy u oraz x , wstawiamy kraw¦d¹ eP

powstaªy graf jest prawie 3-regularny

posiada o dwa wierzchoªki mniej

mo»na rekurencyjnie znale¹¢ doskonaªe skojarzenie

je±li eP jest skojarzona to w oryginalnym gra�e skojarzone s¡

tx i uy

w przeciwnym przypadku skojarzona jest ux
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Grafy dwudzielne 3-regularne

Zliczanie skojarze«

Twierdzenie (Voorhoeve)

Ka»dy graf dwudzielny 3-regularny o 2n wierzchoªkach posiada co

najmniej (4
3

)n doskonaªych skojarze«.
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Grafy dwudzielne 3-regularne

Zliczanie skojarze«

Dowód

wystarczy pokaza¢, »e teza zachodzi dla grafów prawie

3-regularnych

dowód przebiega indukcyjnie ze wzgl¦du na n

dla n = 1 mamy 3 ≥ 4

3
skojarze«
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Grafy dwudzielne 3-regularne

Zliczanie skojarze«

Krok indukcyjny

Niech u i v to wierzchoªki o stopniu 2.

Przypadki proste:

obydwie kraw¦dzie z u prowadz¡ do tego samego s¡siada

mo»emy wybra¢ dowoln¡ z tych kraw¦dzi do skojarzenia,

2(4
3

)n−1 ≥ (4
3

)n

u i v s¡ poª¡czone jedn¡ kraw¦dzi¡

odkªadamy na pó¹niej



O skojarzeniach bez ±cie»ek powi¦kszaj¡cych

Grafy dwudzielne 3-regularne

Zliczanie skojarze«

Krok indukcyjny c.d.

Przypadek trzeci:

u ma dwóch s¡siadów o stopniu 3.

w ka»dym doskonaªym

skojarzeniu b¦dzie

dokªadnie jedna kraw¦d¹

spo±ród e1, e2, e3, e4

w gra�e powstaªym po

usuni¦ciu kraw¦dzi ei jest

co najmniej (4
3

)n−1

doskonaªych skojarze«
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Grafy dwudzielne 3-regularne

Zliczanie skojarze«

Krok indukcyjny c.d.

Przypadek trzeci:

u ma dwóch s¡siadów o stopniu 3.

Niech Gi to graf bez

kraw¦dzi ei , a Π(Gi ) to

ilo±¢ skojarze« w gra�e Gi

Doskonaªe skojarzenia w G1

mo»na podzieli¢ na trzy

grupy: skojarzenia z

kraw¦dzi¡ e2, e3 i e4

Zatem zachodzi

Π(G1) + Π(G2) + Π(G3) +
Π(G4) = 3Π(G )
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Grafy dwudzielne 3-regularne

Zliczanie skojarze«

Krok indukcyjny c.d.

Mamy zatem:

1 Π(Gi ) ≥ (4
3

)n−1

2 Π(G1) + Π(G2) + Π(G3) + Π(G4) = 3Π(G )

a st¡d:

Π(G ) = 1

3
(Π(G1) + Π(G2) + Π(G3) + Π(G4)) ≥ (4

3
)n
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Grafy dwudzielne 3-regularne

Zliczanie skojarze«

Ostatni przypadek

Pozostaje rozpatrzy¢ przypadek, w którym wierzchoªki stopnia dwa

s¡ poª¡czone jedn¡ kraw¦dzi¡.

w takim gra�e ±cie»k¦ (x , u, v , y) mo»na zamieni¢ na jedn¡

kraw¦d¹

powstaje graf 3-regularny

ka»demu skojarzeniu w takim gra�e odpowiada skojarzenie w

oryginalnym gra�e

wystarczy pokaza¢, »e w gra�e 3-regularnym jest co najmniej

(4
3

)n+1 doskonaªych skojarze«

dowód podobny do poprzedniego przypadku



O skojarzeniach bez ±cie»ek powi¦kszaj¡cych

Grafy dwudzielne 3-regularne

Zliczanie skojarze«

Dowód zako«czony

W ten sposób udowodnili±my:

Twierdzenie (Voorhoeve)

Ka»dy graf dwudzielny 3-regularny o 2n wierzchoªkach posiada co

najmniej (4
3

)n doskonaªych skojarze«.

Okazuje si¦, »e staªa 4

3
jest najwi¦ksz¡ mo»liw¡.
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Grafy dwudzielne 3-regularne

Zliczanie skojarze«

Dowód

Spostrze»enie 1

Ilo±¢ rozmieszcze« kn ponumerowanych kul w n pudeªkach, tak by

w ka»dym pudeªku byªo k kul wynosi (kn)!
k!n .

Spostrze»enie 2

Ilo±¢ dwudzielnych grafów 3-regularnych o ponumerowanych

kraw¦dziach i 2n wierzchoªkach to ( (3n)!
3!n )2.
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Grafy dwudzielne 3-regularne

Zliczanie skojarze«

Dowód

Spostrze»enie 1

Ilo±¢ rozmieszcze« kn ponumerowanych kul w n pudeªkach, tak by

w ka»dym pudeªku byªo k kul wynosi (kn)!
k!n .

Spostrze»enie 2

Ilo±¢ dwudzielnych grafów 3-regularnych o ponumerowanych

kraw¦dziach i 2n wierzchoªkach to ( (3n)!
3!n )2.
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Grafy dwudzielne 3-regularne

Zliczanie skojarze«

Kolejne spostrze»enia

Dla ustalonego, n-elementowego podzbioru kraw¦dzi, ilo±¢ grafów w

których zbiór ten jest doskonaªym skojarzeniem to: (n! (2n)!
2n

)2

n-elementowy podzbiór kraw¦dzi mo»na wybra¢ na
(
3n
n

)
sposobów.

Zatem ilo±¢ grafów o 2n wierzchoªkach z ustalonym doskonaªym

skojarzeniem to:(
3n
n

)
(n! (2n)!

2n
)2
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Grafy dwudzielne 3-regularne

Zliczanie skojarze«

Kolejne spostrze»enia

Dla ustalonego, n-elementowego podzbioru kraw¦dzi, ilo±¢ grafów w

których zbiór ten jest doskonaªym skojarzeniem to: (n! (2n)!
2n

)2

n-elementowy podzbiór kraw¦dzi mo»na wybra¢ na
(
3n
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Grafy dwudzielne 3-regularne

Zliczanie skojarze«

Obliczenia

Niech α to najwi¦ksza taka staªa, »e ka»dy 3-regularny graf

dwudzielny posiada co najmniej αn doskonaªych skojarze«. Wiemy,

»e α ≥ 4

3
.

αn( (3n)!
3!n )2 ≤

(
3n
n

)
(n! (2n)!

2n
)2

αn ≤
(
3n
n

)
(n! (2n)!

2n
3!n

(3n)! )2

α ≤ n

√(
3n
n

)
(n! (2n)!

2n
3!n

(3n)! )2 = n

√
(3n)!
n!(2n)! (n!(2n)!

(3n)! )2(3!n

2n
)2 =

= n

√
n!(2n)!
(3n)! (3!n

2n
)2 = 9 n

√
n!(2n)!
(3n)!



O skojarzeniach bez ±cie»ek powi¦kszaj¡cych

Grafy dwudzielne 3-regularne

Zliczanie skojarze«
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Grafy dwudzielne 3-regularne
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Grafy dwudzielne 3-regularne

Zliczanie skojarze«
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Grafy dwudzielne 3-regularne

Zliczanie skojarze«

Obliczenia c.d.

Wzór Stirlinga

lim
n→∞

n!√
2Πn(n

e
)n

= 1

9 n

√
n!(2n)!
(3n)! ≈ 9 n
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Najliczniejsze skojarzenia bez ±cie»ek powi¦kszaj¡cych

Twierdzenie Tuttego

Macierz Tuttego

Macierz Tuttego

Macierz¡ Tuttego dla grafu nieskierowanego G = (V ,E ) nazywamy:

[TG ]i ,j =


xij (i , j) ∈ E , i < j

−xji (i , j) ∈ E , i > j

0 w p. p.

Twierdzenie (Tutte, 1947)

detTG 6≡ 0 wtw. w gra�e G istnieje doskonaªe skojarzenie.
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Najliczniejsze skojarzenia bez ±cie»ek powi¦kszaj¡cych

Twierdzenie Tuttego

Wyznacznik � interpretacja

detTG =
∑

σ:{1..n}→{1..n}
σ−permutacja

sgn(σ)
n∏

i=1

tiσ(i)

ka»demu skªadnikowi sumy odpowiada wybór n kraw¦dzi z

grafu

ka»d¡ kraw¦d¹ mo»na przyporz¡dkowa¢ do wierzchoªka

(skierowa¢)

ka»dy wierzchoªek ma stopie« wej±ciowy i wyj±ciowy 1

zatem taki wybór kraw¦dzi tworzy pokrycie cyklowe grafu
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Najliczniejsze skojarzenia bez ±cie»ek powi¦kszaj¡cych

Twierdzenie Tuttego

Pokrycie cyklowe a skojarzenie

1 je±li w gra�e istnieje doskonaªe skojarzenie, to w pewnym

pokryciu cyklowym wszystkie cykle s¡ parzystej dªugo±ci

2 je±li w gra�e nie istnieje doskonaªe skojarzenie, to w ka»dym

pokryciu cyklowym istnieje cykl nieparzystej dªugo±ci
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Najliczniejsze skojarzenia bez ±cie»ek powi¦kszaj¡cych

Twierdzenie Tuttego

detTG =
∑

σ:{1..n}→{1..n}
σ−permutacja

sgn(σ)
n∏

i=1

tiσ(i)

Kluczowy fakt:

W powy»szej sumie, skªadniki odpowiadaj¡ce pokryciom cyklowym,

w których pewien cykl ma nieparzyst¡ dªugo±¢, �zjadaj¡ si¦�
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Najliczniejsze skojarzenia bez ±cie»ek powi¦kszaj¡cych

Twierdzenie Tuttego

detTG =
∑

σ:{1..n}→{1..n}
σ−permutacja

sgn(σ)
n∏

i=1

tiσ(i)

1 dla ka»dego pokrycia z cyklem nieparzystej dªugo±ci istnieje

pokrycie, w którym ten cykl jest skierowany w przeciwnym

kierunku

2 niech odpowiadaj¡ce im iloczyny
∏n

i=1
ti ,σ(i) to C i C ′

3 czym si¦ od siebie ró»ni¡ C i C ′?

4 skªadaj¡ si¦ z takich samych kraw¦dzi, zatem w C i C ′ s¡ te

same zmienne

5 zmienne odpowiadaj¡ce kraw¦dziom na cyklu brane s¡ z

przeciwnymi znakami

6 cykl ma nieparzyst¡ dªugo±¢

7 czyli C = −C ′
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Twierdzenie Tuttego

Pozostaje pokaza¢, »e znaki permutacji odpowiadaj¡cych C i C ′ s¡
przeciwne

1 permutacje te wygl¡daj¡ tak samo jak odpowiadaj¡ce im

pokrycia cyklowe

2 zatem ich rozkªad na cykle jest bardzo podobny � ró»n¡ si¦

jedynie zwrotem jednego cyklu

3 znak permutacji jest funkcj¡ dªugo±ci cykli

4 zatem znaki tych permutacji s¡ równe

Czyli, dla grafu, w którym nie ma doskonaªego skojarzenia,

detTG ≡ 0.
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Dowód w drug¡ stron¦

Je±li w gra�e istnieje doskonaªe skojarzenie, to odpowiadaj¡ce mu

skªadniki sumy:

detTG =
∑

σ:{1..n}→{1..n}
σ−permutacja

sgn(σ)
n∏

i=1

tiσ(i)

s¡ iloczynami kwadratów zmiennych.
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Tym samym twierdzenie zostaªo udowodnione.

Twierdzenie (Tutte, 1947)

detTG 6≡ 0 wtw. w gra�e G istnieje doskonaªe skojarzenie.



O skojarzeniach bez ±cie»ek powi¦kszaj¡cych

Najliczniejsze skojarzenia bez ±cie»ek powi¦kszaj¡cych

Obliczanie wyznacznika macierzy Tuttego

Obliczanie wyznacznika

Jak policzy¢ detTG?

obliczenie przy u»yciu eliminacji Gaussa daje algorytm

wykªadniczy

nie trzeba oblicza¢ tego wyznacznika, wystarczy sprawdzi¢ czy

jest on ≡ 0

mo»na wylosowa¢ warto±ci xi ,j i sprawdzi¢ warto±¢ wyznacznika

wyznacznik to wielomian wielu zmiennych stopnia n

w przypadku wielomianów jednej zmiennej, taki wielomian ma

co najwy»ej n zer

okazuje si¦, »e dla wielomianów wielu zmiennych jest podobnie
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Obliczanie wyznacznika c.d.

Fakt

Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡ oraz W wielomianem m zmiennych

stopnia n > 0. Wówczas ilo±¢ takich (x1, x2, ..., xm) ∈ Zm
p , »e

W (x1, x2, ..., xm) = 0 nie przekracza nm
p
pm.

Dowód: ªatwa indukcja.
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Doskonaªe skojarzenie vs najliczniejsze skojarzenie

Za pomoc¡ dowolnego algorytmu sprawdzania, czy w gra�e istnieje

doskonaªe skojarzenie da si¦ obliczy¢ rozmiar najliczniejszego

skojarzenia. Zachodzi prosty fakt:

Fakt

Niech G b¦dzie grafem o n wierzchoªkach, za± G+k grafem G, do

którego doªo»ono k wierzchoªków poª¡czonych z ka»dym

wierzchoªkiem G .

Wówczas, w G+k istnieje doskonaªe skojarzenie wtedy i tylko wtedy,

gdy w G istnieje skojarzenie liczno±ci n−k
2

.
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Wyznaczanie najliczniejszego skojarzenia

kolejno usuwamy kraw¦dzie z grafu

po ka»dym usuni¦ciu sprawdzamy rozmiar najliczniejszego

skojarzenia

je±li rozmiar najliczniejszego skojarzenia si¦ zmniejszyª, to

znaczy, »e usuni¦ta kraw¦d¹ nale»y do ka»dego najliczniejszego

skojarzenia w tym gra�e

w takim przypadku nale»y j¡ przywróci¢

potrzeba wi¦c O(m logn) wywoªa« procedury sprawdzaj¡cej

istnieje doskonaªego skojarzenia
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