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Macierz Tuttego

Macierza Tuttego dla grafu nieskierowanego G = (V/, E) nazywamy:

xj  (ij)eE, i<
[Telij=4—xi (i,j))€E,i>]
0 w p. p.



O skojarzeniach bez éciezek powigekszajacych czesé Il

L Istnienie doskonatego skojarzenia

L Twierdzenie Tuttego

Macierz Tuttego

Macierz Tuttego

Macierza Tuttego dla grafu nieskierowanego G = (V/, E) nazywamy:

xj  (ij)eE, i<
[Telij=4—xi (i,j))€E,i>]
0 w p. p.

Twierdzenie (Tutte, 1947)

detTs # 0 wtw. w grafie G istnieje doskonate skojarzenie.
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Wyznacznik — interpretacja

n

detTg = Z sgn(o) H tio(i)

o:{1..n}—{1..n} i=1
o—permutacja

m kazdemu sktadnikowi sumy odpowiada wybér n krawedzi z
grafu

m kazda krawedz mozna przyporzadkowac do wierzchotka
(skierowac)

m kazdy wierzchotek ma stopiefd wejsciowy i wyjsciowy 1

m zatem taki wybdr krawedzi tworzy pokrycie cyklowe grafu
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Pokrycie cyklowe a skojarzenie

jesli w grafie istnieje doskonate skojarzenie, to w pewnym
pokryciu cyklowym wszystkie cykle s3 parzystej dtugosci

jesli w grafie nie istnieje doskonate skojarzenie, to w kazdym
pokryciu cyklowym istnieje cykl nieparzystej dtugosci

N
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detTg = Z sgn(o) ﬁ tio(i)
i=1

o:{1l..n}—{1..n}
o—permutacja

Kluczowy fakt:
W powyzszej sumie, sktadniki odpowiadajace pokryciom cyklowym,
w ktérych pewien cykl ma nieparzysta dtugosé, “zjadaja sie”

Ly Ly
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n

detTg = Z sgn(o) H tio (i)

o:{1..n}—{1..n} i=1

o—permutacja
dla kazdego pokrycia z cyklem nieparzystej dtugosci istnieje
pokrycie, w ktérym ten cykl jest skierowany w przeciwnym
kierunku

niech odpowiadajace im iloczyny []7_, tio(iyto Ci C'
czym sie od siebie réznig C i C'?

sktadaja sie z takich samych krawedzi, zatem w C i C’ s3 te
same zmienne

zmienne odpowiadajace krawedziom na cyklu brane s3 z
przeciwnymi znakami

cykl ma nieparzysta dtugosé¢
czyli C =-C'
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Pozostaje pokaza¢, ze znaki permutacji odpowiadajacych C i C’ s3
przeciwne

permutacje te wygladaja tak samo jak odpowiadajace im
pokrycia cyklowe

zatem ich rozktad na cykle jest bardzo podobny — réznj sie
jedynie zwrotem jednego cyklu

znak permutacji jest funkcja dtugosci cykli
zatem znaki tych permutacji s3 réwne

Czyli, dla grafu, w ktérym nie ma doskonatego skojarzenia,
detT¢ = 0.
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Dowdd w drugg strone

Jesli w grafie istnieje doskonate skojarzenie, to odpowiadajace mu
sktadniki sumy:

detT¢ = Z sgn(o) ﬁ tio(i)
i=1

o:{1l..n}—{1..n}
o—permutacja

s iloczynami kwadratéw zmiennych.
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To zakonczyto dowod.

Twierdzenie (Tutte, 1947)

detTg # 0 wtw. w grafie G istnieje doskonate skojarzenie.

Przy okazji udowodniliémy twierdzenie Jacobiego.
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Obliczanie wyznacznika

Jak policzy¢ detTg?
m obliczenie przy uzyciu eliminacji Gaussa daje algorytm
wyktadniczy

m nie trzeba oblicza¢ tego wyznacznika, wystarczy sprawdzi¢ czy
jeston =0

m mozna wylosowa¢ wartosci x; j i sprawdzi¢ warto$¢ wyznacznika
m wyznacznik to wielomian wielu zmiennych stopnia n

m w przypadku wielomianéw jednej zmiennej, taki wielomian ma
CO najwyzej n zer

m okazuje sie, ze dla wielomianéw wielu zmiennych jest podobnie
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Obliczanie wyznacznika c.d.

Niech p bedzie liczba pierwsza oraz W wielomianem m zmiennych
stopnia n > 0. Wéwczas liczba takich (x1,x2, ..., xm) € Zp', ze

W(x1,x2, ..., Xxm) = 0 nie przekracza %p’"

Dowéd: tatwa indukcja.
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Doskonate skojarzenie vs najliczniejsze skojarzenie

Za pomoca dowolnego algorytmu sprawdzania, czy w grafie istnieje
doskonate skojarzenie da sie obliczy¢ rozmiar najliczniejszego
skojarzenia. Zachodzi prosty fakt:

Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach, zas G, x grafem G, do
ktérego dotozono k wierzchotkéw potaczonych z kazdym
wierzchotkiem G.

Woéwczas, w Gk istnieje doskonate skojarzenie wtedy i tylko wtedy,

. .. . . . . - n—k
gdy w G istnieje skojarzenie licznosci *-.
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Wyznaczanie najliczniejszego skojarzenia

m kolejno usuwamy krawedzie z grafu

m po kazdym usunieciu sprawdzamy rozmiar najliczniejszego
skojarzenia

m jesli rozmiar najliczniejszego skojarzenia sie zmniejszyt, to
znaczy, ze usunieta krawedz nalezy do kazdego najliczniejszego
skojarzenia w tym grafie

m w takim przypadku nalezy ja przywréci¢

m potrzeba wiec O(m logn) wywotan procedury sprawdzajace;j
istnieje doskonatego skojarzenia
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Zliczanie doskonatych skojarzen

m dla graféw dwudzielnych réwnoznaczne z obliczeniem
permanentu:

perm A = Z ﬁ s (i)

o:{l..n}—{1..n} i=1
o—permutacja
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m dla graféw dwudzielnych réwnoznaczne z obliczeniem
permanentu:

perm A = Z ﬁ s (i)

o:{l..n}—{1..n} i=1
o—permutacja

m dla niektérych graféw istnieje wzér, np. dla szachownicy n x m:

m n .
M Mk
H 1_[(4cos2 ) 4 4cos? )%
j=1k=1 m+1 n+l
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m dla niektérych graféw istnieje wzér, np. dla szachownicy n x m:

m n .
M Mk
H 1_[(4cos2 ) 4 4cos? )%
j=1k=1 m+1 n+l

m dla graféw dowolnych problem klasy #P
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Zliczanie doskonatych skojarzen

m dla graféw dwudzielnych réwnoznaczne z obliczeniem
permanentu:

perm A = Z ﬁ s (i)

o:{l..n}—{1..n} i=1
o—permutacja

m dla niektérych graféw istnieje wzér, np. dla szachownicy n x m:

m n .
M Mk
H 1_[(4cos2 ) 4 4cos? )%
j=1k=1 m+1 n+l

m dla graféw dowolnych problem klasy #P

m dla pewnej klasy graféw (zawierajacej grafy planarne) problem
rozwigzywalny wielomianowo
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Zliczanie doskonatych skojarzen w grafach planarnych

Idea: podstawi¢ takie wartosci, by obliczanie wyznacznika zliczato
pokrycia cyklowe.

detTg = Z sgn(a) ﬁ tio (i)
i=1

o:{1l..n}—{1..n}
o—permutacja

Okaze sie, ze liczba doskonatych skojarzen to: +/detT¢ dla
pewnego podstawienia pod zmienne w macierzy
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Szukane podstawienie

Podstawmy pod zmienne w macierzy Tuttego wartosci 1 lub -1:
taka macierz mozna interpretowa¢ jako macierz grafu skierowanego.
Niech otrzymana macierz to A.
Definicje:
waga cyklu (i, i2, 13, ..., i) nazwiemy iloczyn aj i, @i,is---i iy
waga pokrycia cyklowego jest iloczyn wag cykli
skierowanie krawedzi nazwiemy dopuszczalnym jesli w
dowolnym pokryciu cyklowym cyklami parzystej dtugosci
(PCCPD), kazdy cykl ma wage —1
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Twierdzenie

Twierdzenie

Niech macierz A reprezentuje dopuszczalne skierowanie krawedzi
grafu G oraz niech S oznacza liczbe doskonatych skojarzen w G.

Wéweczas:
S2 = det A
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Dowdd

m 52 oznacza liczbe par doskonatych skojarzen w G
m suma dwéch doskonatych skojarzen tworzy PCCPD

m kazde takie pokrycie cyklowe & da sie uzyska¢ 2V(%) razy, gdzie
v(9) oznacza liczbe cykli o dtugosci wiekszej od 2

H zatem

6—PCCPD
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Dowdéd c.d.

detA = Z sgn(o) ﬁ 3o (i)

o:{1..n}—{1..n} i=1
o—permutacja
m kazdy skfadnik tej sumy odpowiada pewnemu PCCPD
m skierowanie krawedzi jest dopuszczalne, zatem kazdy cykl ma
wage —1
m sgn(o) jest iloczynem tylu czynnikéw —1, ile jest cykli w o
m stad, kazdy skfadnik tej sumy to O lub 1
m dodatkowo, kazde pokrycie policzymy 2V(%) razy
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Koniec dowodu

Wiemy zatem, ze

det A = Z ov(9) — g2
§—PCCPD

co konczy dowdd.
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Koniec dowodu

Wiemy zatem, ze

det A = Z ov(9) — g2
§—PCCPD

co konczy dowdd.
Pozostaje pokazaé, ze graf planarny posiada dopuszczalne
skierowanie.
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W grafie planarnym skierowanie jest dopuszczalne wtedy i tylko
wtedy, gdy w dowolnym PCCPD, nieparzysta liczba krawedzi jest

skierowana zgodnie z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara
(ZZKRW?Z).

m wystarczy udowodni¢ dla graféw planarnych, w ktérych kazda
ciana (poza zewnetrzng) jest tréjkatna

m da sie tak skierowac krawedzie, ze kazdy cykl otaczajacy $ciane
wewnetrzng ma nieparzyscie wiele krawedzi skierowanych
ZZKRWZ

m dowdd: prosta indukcja ze wzgledu na liczbie krawedzi, w
kazdym kroku usuwamy krawedz zewnetrzna

m okazuje sie, ze w tak zdefiniowane skierowanie jest
dopuszczalne
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Wzér Eulera

Niech G = (V, E) bedzie grafem planarnym oraz niech f oznacza
liczbe scian tego grafu. Wéwczas |V|+ f — |E| = 2.

Rozpatrzmy jeden cykl z pokrycia cyklowego cyklami parzystej
dtugosci.

2n — dtugosé cyklu

2k — liczba wierzchotkéw w
jego wnetrzu

m — liczba krawedzi w jego
wnetrzu
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Obliczenia

Przy tych oznaczeniach mozemy wyliczy¢:
_ 2my2

f=2mi2n 4 g

Podstawiajac do wzoru Eulera:

2n+2k + 2420 41 —m —2n =2
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Obliczenia

Przy tych oznaczeniach mozemy wyliczy¢:
f = 2m;2n 41

Podstawiajac do wzoru Eulera:

2n+2k + 2420 41 —m —2n =2
m=6k—3+2n

f‘_ 1 _ 12k76J3r4n+2n — 4k _ 2 +2n
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Aby policzy¢ liczbe krawedzi na cyklu skierowanych ZZKRWZ
nalezy:

zsumowac liczby krawedzi na wszystkich cyklach otaczajacych
Sciany

odja¢ od otrzymanej sumy krawedzie, ktére nie lezg na
zewnetrznym cyklu

pierwsza wartos¢ jest suma f — 1 wartosci nieparzystych,
zatem jest parzysta

druga wartos¢ jest réwna dokfanie m

zatem ich réznica jest nieparzysta
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