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Woprowadzenie @ o st mEl

Proste algorytmy

Definicja

Gra o wartosciach w przedziale [0, 1] nazywamy czwérke
(G, p1,s,ev) gdzie:
o G jest skonczonym zbiorem legalnych pozycji
@ p; jest pozycja poczatkowa
@ s: G — 2C jest funkcja zwracajaca pozycje mozliwe w
nastepnym ruchu
e ev: G — {max,min} U [0, 1]
oraz spetnione s3 nastepujace warunki:
o Nie istnieje sekwencja pozycji po, p1, p2, - . ., pn taka, ze
pi € s(pi—1) i po = pn
e ev(p) € [0,1] wtedy i tylko wtedy gdy s(p) = 0, tzn. ev
przyjmuje wartosci liczbowe wtw gdy gra jest zakonczona
(wartos$¢ ev w innych pozycjach méwi nam, ktéry zawodnik
wykonuje ruch)
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Woprowadzenie @ o st mEl

Proste algorytmy

Wartos¢ gry

W dos¢ naturalny spos6b mozemy zdefiniowa¢ funkcje ev., méwigca
jaka jest wartos¢ gry w kazdej pozycji (nie tylko koncowej):

ev(p) if ev(p) € [0,1]
eve(p) = § maxyegpyeve(p’) if ev(p) = max
minycspyeve(p’) if ev(p) = min

Oznacza to po prostu ze gracz MAX wykonuje taki ruch, ktéry
skutkuje pozycja o najwickszej wartosci ev. z mozliwych, a gracz
MIN gra tak, aby osiggna¢ pozycje o jak najmniejszej wartosci ev,.
Wartoscia catej gry jest ev(py)
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Woprowadzenie @ o et @il

Proste algorytmy

Minimax

Korzystajac z definicji funkgji ev. tatwo stworzy¢ algorytm
wyliczajacy te funkcje, a co za tym idzie grajacy optymalnie w dana
gre:

Minimax(p)
if ev(p) € [0,1] return ev(p)
if ev(p) = max return max, c(,)yminimax(p’)
if ev(p) = min return miny ¢ ,yminimax(p’)

Niestety ten algorytm przeszukuje wszystkie mozliwe pozycje, a
tych moze by¢ BARDZO duzo
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Woprowadzenie @ i flas @a

Proste algorytmy

Mozliwe usprawnienia

Jak tatwo zauwazy¢ przeszukiwanie wszystkich weztéw drzewa nie
jest konieczne.

Zatézmy, ze sprawdzilismy juz kilka nastepnikéw dla pozycji p (ruch
MAXa) i péki co najwicksza wartos¢ to . Teraz sprawdzamy

p' € s(p). Trafiamy na p” € s(p’), dla ktérego ev.(p”) = x < a..
Tu mozemy zakonczy¢ sprawdzanie, bo gracz MIN na pewno
wybierze ten ruch (albo jeszcze lepszy dla siebie), wiec

eve(p’) < x < «, a zatem p’ nie bedzie najkorzystniejszym
wyborem dla MAXa (jedynym). Podobnie mozemy ograniczy¢
liczbe sprawdzanych poddrzew w przypadku gracza MIN. Na tych
obserwacjach oparty jest algorytm alfa-beta.
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Woprowadzenie @ i flas @a

Proste algorytmy

Mozliwe usprawnienia

Kolejnym usprawnieniem (korzystajagcym z dodatkowej pamieci)
moze by¢ stworzenie tablicy pamietajacej wartosci wyliczonych juz
wczesniej pozycji. W wielu grach zdarza sie, ze zamieniajac
kolejnosé ruchéw dochodzimy do tej samej pozycji. Dla przyktadu,
w brydzu zagranie 3 lew (z tymi samymi kartami) mozliwe jest
czasem na 6% sposobéw. Po tym zagraniu otrzymujemy zawsze te
sama pozycje i 1000 razy wyliczamy to samo.
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Woprowadzenie @ o et @il

Proste algorytmy

Alfa-beta

if there is an entry (p, [z, y],2) in T return z
if ev(p) € [0,1] then v,y = ev(p)
if ev(p) = max then
Vans = 0
for each p' € s(p) do
Unew = aB(p’, [max(vVans, ), y])
if Vpew > y then
T:=TU(p,[r,y], Unew)
return vyew
if Unew = Vans then Vans = Unew
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Woprowadzenie @ i flas @a

Proste algorytmy

Alfa-beta

if ev(p) = min then
Vans = 1
for each p’' € s(p) do
Ubeve = (05 [ B, IO Doz )] )
if Vpew < 2 then
T :=TU(p,x,y], Unew)
return vVpew
if Vnew < Vans then vans = Vnew
T &= T ;. |8, ; Vo)
return v,
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Woprowadzenie @ o et @il

Proste algorytmy

Skutecznosé

Algorytm alfa-beta redukuje do$é mocno $redni stopien
rozgatezienia drzewa:

o b — b%7 dla losowego ustawienia potomkoéw

o b — b%59 dla optymalnego ustawienia potomkéw
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Pomyst
Partition Search Algorytm
Przyktad uzycia

Grac jak cztowiek

Komputery dysponuja mocg obliczeniowa nieporéwnywalnie wieksza
niz cztowiek. Ich problemem w wielu grach jest natomiast brak
inteligencji. Marnuja one mnéstwo czasu na przeliczanie wariantéw,
ktére przecietny gracz od razu by odrzucit.

Przyktadem moga by¢ np. szachy, w ktérych, gdy ktos zaatakuje
naszego hetmana, to prébujemy nim ucieka¢ lub zastoni¢ sie figura.

@ do rozwazenia mamy kilka, maksymalnie kilkanascie ruchéw
@ komputer rozwaza natomiast wszystkie mozliwe zagrania (do
ktérego$ poziomu)
@ nie jest w stanie przetozy¢ przewagi w mocy na przewage w
sile gry
Algorytmy takie jak alfa-beta niewiele tu pomagaja.
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Pomyst
Partition Search Algorytm
Przyktad uzycia

Grac jak cztowiek

Druga cecha wielu gier, na ktére proste algorytmy nie zwracaja
uwagi jest lokalnos¢:
@ mat jest najczesciej zastuga tylko kilku figur
@ reszta mogtaby sta¢ w innych miejscach lub mogtoby ich wcale
nie by¢
@ prawie zawsze moglibysmy takze dostawi¢ na plansze kilka
figur, a mat bytby dalej
Dos¢ naturalnie zatem jest zamiast pojedynczych pozycji pamieta¢
cate ich grupy, ktére maja te sama wartos¢ i sprawdzaé czy
rozpatrywana pozycja pasuje do ktéregos ze wzorcow.
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Pomyst
Partition Search Algorytm
Przyktad uzycia

Kotko i krzyzyk

XX XX XX X[X|O
0|0 O O o o

O X O|0|X o X o X
0|0 O O O O|X
O X O]0|X O X O X

Piotr Butryn Partition Search i gry z niezupetna informacja



Pomyst
Partition Search Algorytm
Przyktad uzycia

Kotko i krzyzyk
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Pomyst
Partition Search Algorytm
Przyktad uzycia

Kotko i krzyzyk
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Pomyst
Partition Search Algorytm
Przyktad uzycia

Rozpatrzmy gre (G, p;, s, ev) oraz zbiér pozycji S C G. Powiemy,
ze zbiorem pozycji osiggajacych S jest zbiér takich pozycji p, ze
s(p) NS # (0 i bedziemy go oznacza¢ jako Ry(S). Zbidr pozycji p
takich, ze s(p) C S bedziemy natomiast nazywac¢ zbiorem pozycji
przechodzacych do S i oznacza¢ Cy(S).

W algorytmie bedziemy korzysta¢ z pewnych przyblizen obu tych
zbiéréw.
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Pomyst
Partition Search Algorytm
Przyktad uzycia

Zatézmy teraz, ze istnieje pewien zbiér pozycji S wygrywajacy dla
gracza MAX. To oznacza, ze wygrywajace s3 dla niego wszystkie
pozycje z Co(S) oraz te pozycje p € Ro(S) gdzie ev(p) = max.

W naszym algorytmie bedziemy konstruowa¢ funkcje R(p, S) i
C(p, S), ktére beda reprezentowaty zbiory pozycji podobnych do p
w sensie osiagania lub przechodzenia do zbioru pozycji
wygrywajacych S.
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Pomyst
Partition Search Algorytm

Przyktad uzycia

Rozpatrzmy gre (G, p;, s, ev) oraz funkcje f o zbiorze wartosci 2¢
(podzbiory G). Powiemy, ze f jest zgodna z funkcja ev jesli dla
kazdych p,p’ € F, F w zbiorze wartosci f, mamy ev(p) = ev(p’).
Systemem czesciowym dla gry jest tréjka (P, R, C) funkgji
zgodnych z ev takich, ze:
@ P: G — 2C przeksztatca pozycje w zbiory pozycji (p € P(p))
© R:G x2% — 2C taka, ze jesli p € Ry(S) to
b€ R(p,S) C Ro(S)
o C:G x2° —2C taka, ze jesli p € Go(S) to
pe C(p.S) < G(S)
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Pomyst
Partition Search Algorytm
Przyktad uzycia

Partition Search

if there is an entry (S, [z, y], z) with p € S return (z,5)
if ev(p) € [0, 1] then (vaus, Sans) = (ev(p), P(p))
if ev(p) = max then
Vans == 0
Sﬂl] =10
for each p’ € s(p) do
<f'nm\“ Snc\\") = (l_ff(p" [HMX( Vans, ), .‘/])
if tyew = ¥ then
T := T U (Snew: [T, Y], Vnew)
return < Unew » Snow)
if Vyew > Vans then <[ Jans s Sa.ns) = <( new » Suow>
San 1= Sann U Snew
if vans = 0 then Sang = C(p. San) i
else Szms = R(]’ S&lllb‘) N (v(pA Sull) i :[:

Piotr Butryn Partition Search i gry z niezupetna informacja



Pomyst
Partition Search Algorytm
Przyktad uzycia

Partition Search

if ev(p) = min then
Vans = 1
San == 0
for each p’ € s(p) do
<Unew-, Snew> — a’ﬁ(p/-, [I nlin(“ans-, y)])
if vpew < = then
1'i=1'u (Snevxh, [I y] Unew)
return (vnew, Snew)
if vyew < vaps then <Ua‘ns~, Sa‘ns> = <Unevv: Snew>
Sall = San U Snew
if vans = 1 then Syns = C(p, San)
else Says = R(P, Sans) N C(p, Sall) I
T:=TU (Sansv [I y]~, Uaus)
return (vaps, Sans)
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Pomyst
Partition Search Algorytm
Przyktad uzycia

Poprawnos¢

Musimy pokazaé¢, ze kazda pozycja w S,ns ma warto$¢ Vaps.
Rozpatrzmy przypadek kiedy w wezle gra MAX.

@ warto$¢ wezta to 0 - gracz MAX nie moze wyj$¢ poza zbiér
pozycji przegrywajacych, a zatem kazdy zbiér S,e,, jest
przegrywajacy, czyli takze S,y = USpen jest przegrywajacy.
Zatem za S,,smozemy przyja¢ C(p, Sayr)-

@ jesli wartos¢ wieksza od zera, to aby inna pozycja p’ miata na
pewno te samg wartos$¢, to p’ musi osigga¢ najlepsza
mozliwos¢ w p, a takze musi przechodzi¢ tylko do tych pozycji
co p. A zatem musi naleze¢ do Ry(Sans) N Co(San)-
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Pomyst
Partition Search Algorytm
Przyktad uzycia
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Pomyst
Partition Search Algorytm
Przyktad uzycia
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Pomyst
Partition Search Algorytm

Przyktad uzycia
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Monte Carlo

. . . Inne spojrzenie
Gry z niezupetna informacja

Monte Carlo

Szybkie analizowanie w otwarte karty znalazto zastosowanie w
programach grajacych w brydza. Polegaja one na wylosowaniu wielu
(ok. 100) réznych mozliwych kart przeciwnikéw i analizowaniu
rozdan w otwarte karty:

@ wylosuj zbiér D rozdan zgadzajacych sie z licytacja i gra do tej
pory

@ dla kazdego mozliwego ruchu m i rozdania d policz wynik
rozdania w otwarte karty (w(m, d))

@ zwr6¢ ruch, dla ktérego > w(m, d) jest maksymalna

m
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Monte Carlo

. . . Inne spojrzenie
Gry z niezupetna informacja

Problemy

Niestety takie podejscie ma sporo wad:
@ brak rozgrywek wywiadowczych

@ wyrzucanie potrzebnych kart

@ czesto wybor nieoptymalnej rozgrywki:

rozgrywka wygrywa przy Dé u W

rozgrywka wygrywa przy Dé u E

rozgrywka wygrywa przy Dé# u dowolnego gracza
rozgrywka odkfada decyzje na pézniej (ale trzeba bedzie
wybraé pomiedzy 1 i 2)

0000
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Monte Carlo

. . . Inne spojrzenie
Gry z niezupetna informacja POl

Inne podejscie

Przyjrzyjmy sie wypowiedziom graczy:
@ wygratbym jakby D& byta u W
e wygratbym jakby E miat K&
e wygratbym jakby przy 3 kierach byty 2 trefle

Jak wida¢ dla gracza z pozycja nie jest powigzana konkretna
wartos¢, lecz funkcja z mozliwych uktadéw rak przeciwnikéw w
wynik (dla uproszczenia przyjmijmy, ze albo wygra albo przegra)
Zatem z pozycja jest zwigzana f : S — {0,1}. Mozemy takze
zdefiniowa¢ max(f, g)(s) = max(f(s), g(s)) oraz analogicznie
minimum.
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Monte Carlo

. . . Inne spojrzenie
Gry z niezupetna informacja POl

Formalnie

Gra nazywamy (G, V, p;, s, ev, fi, ) gdzie:

G jest skonczonym zbiorem pozycji

V jest zbiorem wartosci gry

p1 € G jest pozycja poczatkows

s: G — 2° zwraca zbiér nastepnikéw

ev: G — {max,min} U V zwraca wartos$¢ pozycji dla pozycji
koncowych oraz okresla kto gra w pozostatych

fr:P(V)— Vif :P(V)— V sa funkcjami dla gracza
MAX i MIN

oraz spetnione sg warunki takie jak wczesniej.
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Monte Carlo

. . . Inne spojrzenie
Gry z niezupetna informacja POl

Formalnie

Podobnie jak poprzednio mozemy zdefiniowaé funkcje ev. méwiaca
jaka jest wartos¢ gry w pozycjach innych niz koncowe:

ev(p) if ev(p) € V
eve(p) =< fi{eve(p) | P €s(p)} if ev(p) = max
f-{evc(p') | P €s(p)} if ev(p) =min

Wartoscig catej gry jest oczywiscie evc(py).
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Monte Carlo

. . . Inne spojrzenie
Gry z niezupetna informacja POl

Formalnie

W naszym przypadku:

zbiér G jest zbiorem par (p, Z) gdzie p jest uktadem kart
znanych, a Z C S jest zbiorem mozliwych uktadéw kart
zakrytych zgodnych z dotychczasowymi zagraniami
zbiér V jest réwny 2°
pi = (po, S) gdzie py jest uktadem znanych kart
funkcja s jest zdefiniowana nastepujaco:
o jesli gra MAX, to zagrywa jedna z mozliwych kart a Z sie nie
zmienia
o jesli gra MIN, to zagrywa jedng z mozliwych kart a Z’ jest
podzbiorem Z, dla ktérego zagranie tej karty jest mozliwe
pozycje koficowe, to te kiedy zostana zagrane wszystkie karty.
Wtedy Z = {s}, bo znamy juz potozenie wszystkich kart.
Wartoscia gry jest S jesli wygralismy oraz S — {s} gdy
przegralismy
r(U,V)y=UuVoraz f_(U,V)=UNV
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Monte Carlo

. . . Inne spojrzenie
Gry z niezupetna informacja POl

Poprawnos¢

Powinnismy pokaza¢, ze jesli w pozycji (p, S) mozemy wygra¢ dla
T C S, to wartoscia gry w (p, S) jest T
@ jak korzen jest koncowy to OK
o (dla MAX) jesli dla konkretnego uktadu kart s € S
wygrywamy, to znaczy, ze wygrywamy w jakims$ nastepniku
(pi, Si). Zatem s € U; = evc(pi, Si), czyli nalezy tez do |J U;
@ jesli dla s przegrywamy to nie moze on naleze¢ do zadnego U;,
a zatem takze do sumy

e dla MIN analogicznie (jak do wszystkich U; to do przeciecia,
jak nie do wszystkich to takze nie do przeciecia)
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Monte Carlo
Inne spojrzenie

Gry z niezupetna informacja

max

min min
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Monte Carlo
Inne spojrzenie

Gry z niezupetna informacja

max

min min
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Monte Carlo
Inne spojrzenie

Gry z niezupetna informacja

max

min max min

0 1
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Monte Carlo
Inne spojrzenie

Gry z niezupetna informacja

max

min max min

min
sSuT SuUT

i3

suT S T SuUT
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Monte Carlo

. . . Inne spojrzenie
Gry z niezupetna informacja POl

Komplikujemy

Niestety, to nie jest doktadnie to, o co nam chodzito. MAX dalej
korzysta z informacji zupetnej, wiec rozgrywka wygrywajaca w T
albo S jest tak samo dobra jak w T lub S.
Ale postuchajmy jeszcze raz graczy:

@ moge gra¢ na kiery 3-3 albo D& u W. To drugie jest lepsza

szansa.

To znaczy, ze dla danej pozycji nie rozwazamy zbioru uktadéw kart
dla ktérych wygramy, lecz zbiér tych zbioréw.
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Monte Carlo

. . . Inne spojrzenie
Gry z niezupetna informacja POl

Komplikujemy

Z pozycja utozsamiamy zatem funkcje f : S — 22°, Funkcja
wyboru dla zawodnika MAX jest dana wzorem:

max(F,G)=F UG

Dzieje sie tak, gdyz gracz MAX moze wybra¢ czy "gra¢ na cos" z F
czy "na cos" z G, a zatem moze sie zdecydowa¢ "na cos" z FUG
Funkcja dla gracza MIN jest natomiast dana wzorem:

max({F;},{G;}) = {min(F;, Gj)}

gdzie min(F, G)(s) = min(F(s), G(s)) (tu zaktadamy, ze MIN gra
z informacja zupetna)
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Monte Carlo

. . . Inne spojrzenie
Gry z niezupetna informacja POl

Formalnie 1l

Gra z niezupetna informacja nazywamy (G, V, p;,s,ev, fi, f_)
gdzie:
@ G jest skoniczonym zbiorem pozycji
o V = 22° jest zbiorem wartosci gry
@ (po,S) = p; € G jest pozycja poczatkowa
@ funkcja s jest zdefiniowana nastepujaco:
o jesli gra MAX, to zagrywa jedna z mozliwych kart a Z sie nie
zZzmienia
o jesli gra MIN, to zagrywa jedng z mozliwych kart a Z’ jest
podzbiorem Z, dla ktérego zagranie tej karty jest mozliwe
@ ev: G — {max,min} U V zwraca wartos¢ pozycji dla pozycji
koncowych oraz okresla kto gra w pozostatych
pozycje koficowe, to te kiedy zostana zagrane wszystkie karty.
Wartoscia gry jest {{s},{S}} jesli wygraliSmy oraz
{{5}.{S — {s}}} gdy przegralismy
o fy:P(V)— Vif :P(V)— V sa funkcjami dla gracza
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Monte Carlo

. . . Inne spojrzenie
Gry z niezupetna informacja POl

Poprawnos¢ ||

Zatézmy, ze wartoscia gry G jest pewna rodzina zbioréw 7. Wtedy
T jest podzbiorem pewnego elementu 7 wtw gdy gracz MAX ma
strategie wygrywajaca dla kazdego uktadu kart t € T zaktadajac,
ze gracz MIN gra z informacja zupetna.
@ jak korzen jest koncowy to OK
e (dla MAX) jesli MAX moze wygra¢ w T to znaczy, ze moze
przejs¢ do pozycji (p;, Si) o wartosci F;, gdzie T C F € F;. Z
definicji £, mamy zatem, ze T C F € F, gdzie F jest
wartoscia (p, S)
o jesli MAX nie moze wygra¢, to T ¢ F € F; dla zadnego i a
zatem z definicji f; mamy, ze T ¢ F € F
e (dla MIN) nieco trudniej ale podobnie: jesli MAX wygrywa to
T CF e Fiazatem T C(\F; € min(F;)
o jesli MAX przegrywa to istnieje i takie, ze T & Fj € Fj. A
zatem nie istnieje V D T, takie ze V' € min({F;}, {Ux})
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Monte Carlo

. . . Inne spojrzenie
Gry z niezupetna informacja POl

Przyktad

max

max min

{SUT} {S} {SUT} {SuUT}

{SUT} {S} (T} {SuT}
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