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L Podstawowe pojecia i fakty

Podstawowe pojecia i fakty

Niech G = (V, E, ¢) bedzie grafem nieskierowanym z funkcja
przepustowosci. Przez f; oznaczamy maksymalny przeptyw miedzy
wierzchotkami i oraz j.

Definicja (przekré)j)

Przekrojem nazywamy dowolny podzbiér wierzchotkéw grafu G.
Woage przekroju C okreslamy jako ZelezeE,eleC,e2¢C c(er, &)
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Podstawowe pojecia i fakty

Niech G = (V, E, ¢) bedzie grafem nieskierowanym z funkcja
przepustowosci. Przez f; oznaczamy maksymalny przeptyw miedzy
wierzchotkami i oraz j.

Definicja (przekré)j)

Przekrojem nazywamy dowolny podzbiér wierzchotkéw grafu G.
Woage przekroju C okreslamy jako ZelegeE,eleC,ezgéC c(er, &)

Twierdzenie o maksymalnym przeptywie i minimalnym przekroju

Niech G = (V, E, ¢) bedzie grafem nieskierowanym z funkcja
przepustowosci. Wartos¢ maksymalnego przeptywu z s do t jest
réwna minimalnej wadze przekroju rozdzielajagcego s od t.
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Drzewo Gomory-Hu

Drzewem Gomory-Hu dla grafu G = (V, E, ¢) nazywamy takie
wazone drzewo T = (V, F, w), ze po usunieciu krawedzi e;e; € F
powstate spdjne sktadowe wyznaczaja minimalny przekrgj
rozdzielajacy e; i ey, zas waga tego przekroju jest w(ejer).
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Drzewo Gomory-Hu

Drzewem Gomory-Hu dla grafu G = (V, E, ¢) nazywamy takie
wazone drzewo T = (V, F,w), ze po usunieciu krawedzi ejex € F
powstate spdjne sktadowe wyznaczaja minimalny przekrgj
rozdzielajacy e; i ey, zas waga tego przekroju jest w(ejer).

Twierdzenie

Niech T = (V, F, w) bedzie drzewem Gomory-Hu dla grafu

G = (V, E, c) oraz niech uv bedzie krawedzia o minimalnej wadze
na Sciezce od s do t w drzewie T. Oznaczmy przez K przekrdj
grafu wyznaczony prez spéjne sktadowe drzewa T po usunieciu
krawedzi uv. Wtedy K jest minimalnm przekrojem rozdzielajacym
uiv.



Drzewa Gomory-Hu

LWprowadzenie

LPodstawowe pojecia i fakty

Chcemy pokaza¢, ze:
fse = w(uv)

Korzystamy z nieréwnosci tréjkata dla przeptywu. Dla a = b oraz

c#a,c#b:

fab > min{fsc, fep}

Z nieréwnosci tej otrzymujemy:
fse > w(uv)
Z drugiej strony, K to przekrdj grafu, ktéry rozdziela s i t, zatem

for < w(uv)
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Lemat o zawieraniu przekrojow

Niech U bedzie minimalnym przekrojem rozdzielajacym s i t w
grafie G oraz niech u,v € U, u # v. Wtedy istnieje minimalny
przekrdj rozdzielajacy u i v zawarty w U.

Stwierdzenie

Niech A i B beda przekrojami w grafie G. Wtedy
c(A)+c(B) > c(ANB)+ c(AUB,).

Dowéd: wystarczy narysowac.
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Dowdd lematu o zawieraniu przekrojéw

Niech X to dowolny sposréd minimalnych przekrojéw
rozdzielajacych v i v. Zachodzi jeden z dwdch przypadkéw.

ot

tg X te X
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Dowéd lematu o zawieraniu przekrojéw (2)

Przypadek |, t ¢ X
Skoro

c(X) + c(U) > c¢(XNU)+ c(X U U)(ze stwierdzenia)

oraz
c(X U U) > c(U)(z minimalnosci U),

to

c(X)+c(U) = c(XNU)+c(XUU)>c(XNU)+c(U),

czyli
c(X) > c(XNU)
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Dowéd lematu o zawieraniu przekrojéw (3)

Przypadek Il, t € X
Stosujac stwierdzenie dla U oraz V \ X

c(U) + e(X) > c(X \ U) + c(U\ X)

oraz
c(X \ U) > c(U)(z minimalnosci U),

to

c(U)+c(X) = ce(X\U)+c(U\X)>c(U)+c(U\X)

czyli

c(X) > c(U\X)
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Budowa drzewa — algorytm

m Zaczynamy od T = (V’,0,¢), gdzie V' = {V},
m w kazdym kroku dzielimy wierzchotek z V’, majacy co
najmniej 2 elementy, na 2 mniejsze wierzchotki,

m algorytm koriczy sie, gdy V' skfada sie z |V/|
jednoelementowych wierzchotkéw.
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Jeden krok algorytmu:

Niech v to taki wierzchotek w drzewie T, ze s, t € v,s # t.
Ukorzeniamy T w v.

Na podstawie grafu G budujemy graf G’ poprzez zwiniecie
wierzchotkéw z kazdego poddrzewa v.

Znajdujemy minimalny przekrdj rozdzielajacy s od t w G’ (W).

Rozbijamy v na v N Wi v\ W, taczymy te wierzchotki

krawedzig i podpinamy do nich odpowiednio drzewa zawarte w
W i te spoza W
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Dowéd poprawnosci

Drzewo Gomory-Hu

Drzewem Gomory-Hu dla grafu G = (V, E, c) nazywamy takie
wazone drzewo T = (V, F, w), ze po usunieciu krawedzi e;e; € F
powstate spdjne sktadowe wyznaczaja minimalny przekrd;
rozdzielajacy e; i ez, za$ waga tego przekroju jest w(ejer).

Z lematu o zawieraniu przekrojéw, mozemy rozpatrywac
maksymalny przeptyw w grafie ze zwinietymi zbiorami
wierzchotkéw.

Aby pokaza¢, ze drzewo jest skonstruowane poprawnie,
udowadniamy niezmiennik: drzewo T jest drzewem
Gomory-Hu, dla grafu G, w ktérym zwinieto wierzchotki
zawarte w wierzchotkach T.
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Problemy otwarte

Opisana metoda daje algorytm dziatajacy w czasie n-krotnego
uruchomienia algorytmu znajdowania maksymalnego przeptywu.

m Hariharan, Kavitha oraz Panigrahi: randomizowany algorytm
konstrukeji drzewa Gomory-Hu dla grafu bez wag w czasie
O(nm x polylog(n))

m Czy da sie uzyska¢ taki czas dla graféw z dowolnymi wagami?

m Czy istnieje algorytm deterministyczny?
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