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Podstawowe poj¦cia i fakty

Podstawowe poj¦cia i fakty

Niech G = (V ,E , c) b¦dzie grafem nieskierowanym z funkcj¡

przepustowo±ci. Przez fij oznaczamy maksymalny przepªyw mi¦dzy

wierzchoªkami i oraz j .

De�nicja (przekrój)

Przekrojem nazywamy dowolny podzbiór wierzchoªków grafu G .

Wag¦ przekroju C okre±lamy jako
∑

e1e2∈E ,e1∈C ,e2 /∈C c(e1, e2)

Twierdzenie o maksymalnym przepªywie i minimalnym przekroju

Niech G = (V ,E , c) b¦dzie grafem nieskierowanym z funkcj¡

przepustowo±ci. Warto±¢ maksymalnego przepªywu z s do t jest

równa minimalnej wadze przekroju rozdzielaj¡cego s od t.
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Podstawowe poj¦cia i fakty

Drzewo Gomory-Hu

Drzewo Gomory-Hu

Drzewem Gomory-Hu dla grafu G = (V ,E , c) nazywamy takie

wa»one drzewo T = (V ,F ,w), »e po usuni¦ciu kraw¦dzi e1e2 ∈ F

powstaªe spójne skªadowe wyznaczaj¡ minimalny przekrój

rozdzielaj¡cy e1 i e2, za± wag¡ tego przekroju jest w(e1e2).

Twierdzenie

Niech T = (V ,F ,w) b¦dzie drzewem Gomory-Hu dla grafu

G = (V ,E , c) oraz niech uv b¦dzie kraw¦dzi¡ o minimalnej wadze

na ±cie»ce od s do t w drzewie T . Oznaczmy przez K przekrój

grafu wyznaczony prez spójne skªadowe drzewa T po usuni¦ciu

kraw¦dzi uv . Wtedy K jest minimalnm przekrojem rozdzielaj¡cym

u i v .
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Podstawowe poj¦cia i fakty

Chcemy pokaza¢, »e:

fst = w(uv)

Korzystamy z nierówno±ci trójk¡ta dla przepªywu. Dla a 6= b oraz

c 6= a, c 6= b:

fab ≥ min{fac , fcb}

Z nierówno±ci tej otrzymujemy:

fst ≥ w(uv)

Z drugiej strony, K to przekrój grafu, który rozdziela s i t, zatem

fst ≤ w(uv)
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Lemat o zawieraniu przekrojów

Niech U b¦dzie minimalnym przekrojem rozdzielaj¡cym s i t w

gra�e G oraz niech u, v ∈ U, u 6= v . Wtedy istnieje minimalny

przekrój rozdzielaj¡cy u i v zawarty w U.

Stwierdzenie

Niech A i B b¦d¡ przekrojami w gra�e G . Wtedy

c(A) + c(B) ≥ c(A ∩ B) + c(A ∪ B).

Dowód: wystarczy narysowa¢.
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Dowód lematu o zawieraniu przekrojów

Niech X to dowolny spo±ród minimalnych przekrojów

rozdzielaj¡cych u i v . Zachodzi jeden z dwóch przypadków.
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Dowód lematu o zawieraniu przekrojów (2)

Przypadek I, t /∈ X

Skoro

c(X ) + c(U) ≥ c(X ∩ U) + c(X ∪ U)(ze stwierdzenia)

oraz

c(X ∪ U) ≥ c(U)(z minimalno±ci U),

to

c(X ) + c(U) ≥ c(X ∩ U) + c(X ∪ U) ≥ c(X ∩ U) + c(U),

czyli

c(X ) ≥ c(X ∩ U)
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Dowód lematu o zawieraniu przekrojów (3)

Przypadek II, t ∈ X

Stosuj¡c stwierdzenie dla U oraz V \ X

c(U) + c(X ) ≥ c(X \ U) + c(U \ X )

oraz

c(X \ U) ≥ c(U)(z minimalno±ci U),

to

c(U) + c(X ) ≥ c(X \ U) + c(U \ X ) ≥ c(U) + c(U \ X )

czyli

c(X ) ≥ c(U \ X )
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Budowa drzewa � algorytm

Zaczynamy od T = (V ′, ∅, c), gdzie V ′ = {V },
w ka»dym kroku dzielimy wierzchoªek z V ′, maj¡cy co

najmniej 2 elementy, na 2 mniejsze wierzchoªki,

algorytm ko«czy si¦, gdy V ′ skªada si¦ z |V |
jednoelementowych wierzchoªków.
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Jeden krok algorytmu:

1 Niech v to taki wierzchoªek w drzewie T , »e s, t ∈ v , s 6= t.

Ukorzeniamy T w v .

2 Na podstawie grafu G budujemy graf G ′ poprzez zwini¦cie
wierzchoªków z ka»dego poddrzewa v .

3 Znajdujemy minimalny przekrój rozdzielaj¡cy s od t w G ′ (W ).

4 Rozbijamy v na v ∩W i v \W , ª¡czymy te wierzchoªki

kraw¦dzi¡ i podpinamy do nich odpowiednio drzewa zawarte w

W i te spoza W
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Dowód poprawno±ci

Drzewo Gomory-Hu

Drzewem Gomory-Hu dla grafu G = (V ,E , c) nazywamy takie

wa»one drzewo T = (V ,F ,w), »e po usuni¦ciu kraw¦dzi e1e2 ∈ F

powstaªe spójne skªadowe wyznaczaj¡ minimalny przekrój

rozdzielaj¡cy e1 i e2, za± wag¡ tego przekroju jest w(e1e2).

1 Z lematu o zawieraniu przekrojów, mo»emy rozpatrywa¢

maksymalny przepªyw w gra�e ze zwini¦tymi zbiorami

wierzchoªków.

2 Aby pokaza¢, »e drzewo jest skonstruowane poprawnie,

udowadniamy niezmiennik: drzewo T jest drzewem

Gomory-Hu, dla grafu G , w którym zwini¦to wierzchoªki

zawarte w wierzchoªkach T .
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Problemy otwarte

Opisana metoda daje algorytm dziaªaj¡cy w czasie n-krotnego

uruchomienia algorytmu znajdowania maksymalnego przepªywu.

Hariharan, Kavitha oraz Panigrahi: randomizowany algorytm

konstrukcji drzewa Gomory-Hu dla grafu bez wag w czasie

O(nm × polylog(n))

Czy da si¦ uzyska¢ taki czas dla grafów z dowolnymi wagami?

Czy istnieje algorytm deterministyczny?
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