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1 Wstep

Wyrocznie odleglosci (ang. distance oracles) to struktury danych potrafiace
obliczaé przyblizong odlegtos¢ miedzy zadanymi wierzchotkami u, v € G w czasie
podliniowym. Przy czym ich wielko§é wzgledem danych wejéciowych jest rzedu
o(n?). To eliminuje zwykle rozwigzanie typu All-Pairs-Shortest-Paths, ktérego
wynikiem jest macierz wymiaru O(n?). Faze budowania wyroczni nazywa sie
preprocessingiem.

2 Grafy skierowane, planarne

e Wejscie algorytmu: graf planarny, skierowany.
e Wspotezynnik aproksymacji: 1+ €, czyli OPT < §(u,v) < (1+¢€) - OPT.

e Preprocessing. Czas: O(n(logn)3(log(nN))/€?), pamigé: O(n(logn)(log(nN))/e),
gdzie n - 1. wierzchotkéw, N - maks. waga.

e Zapytania. Czas: O(loglog(nN) + 1/€).

W pierwszej kolejnosci zajmiemy sie problemem osiagalnosci w grafach skiero-
wanych. Konstrukcje, ktore opiszemy przy tej okazji okaza sie pomocne réwniez
dla problemu znajdowania odlegtosci.

Pierwszy krok algorytmu bedzie polegal na wyznaczeniu ciagu grafow G; o
tacznym rozmiarze liniowym wzgledem rozmiaru G, powstalych przez usuwa-
nie wierzcholkéw oraz usuwanie i $ciagniecie czesci krawedzi. Otrzymane G
beda tzw. grafami 2-warstwowymi. W dodatku dla kazdego u bedzie mozna
wyznaczy¢ i, t.ze u ~g v wtw. gdy u ~>¢g, v.

Definicja. Graf skierowany G jest t-warstwowy wtw. gdy posiada t-warstwowe
drzewo rozpinajace T, czyli takie drzewo rozpinajace nieskierowany graf induko-
wany przez G, ze dowolna $ciezka w T rozklada sie na co najwyzej t skierowanych
Sciezek w G.

Nastepnie pokazemy, ze w grafie 2-warstwowym G mozna znalezé w czasie
liniowym separator S, t.ze kazda sktadowa G—S (w sensie nieskierowanym) jest
co najmniej 2-krotnie mniejsza niz G w sensie sumy wag. Pokazemy rowniez jak



w wydajny sposob reprezentowaé informacje o osiggalnosci u ~ v, gdy wiadomo,
ze Sciezki te przecinaja pewng Sciezke skierowang P. Obie te wlasnosci pozwola
nam na zastosowanie podejscia “dziel i rzadz”. Rozstrzygniecie osiagalnosci u ~~
v bedzie polegalo na znalezieniu separatora S oddzielajacy u od v. Nastepnie
dla kazdej Sciezki P C S stwierdzimy, czy istnieje u ~» v przechodzace przez P.

W ten sposob otrzymamy algorytm rozstrzygajacy osiagalnosé w czasie O(logn).
Nastepnie przedstawimy szereg usprawnieni, ktére pozwolg nam zbi¢ ztozonosé
do O(1). Usprawnienia beda polegaly na sprytniejszej konstrukeji separatorow,
tak aby byly one zawsze stalej wielkosci.

Bardzo zblizone podejscie zastosujemy do ogélniejszego problemu znajdo-
wania odleglosci w grafie skierowanym, planarnym. Tym razem zastosujemy
redukcje do grafow (3, a)-warstwowych.

Definicja. Graf skierowany G jest (¢, a)-warstwowy wtw. gdy posiada (¢, a)-
warstwowe drzewo rozpinajace T, czyli takie drzewo rozpinajace nieskierowany
graf indukowany przez G, ze dowolna Sciezka dl. < a w T rozklada sie¢ na co
najwyzej t skierowanych Sciezek w G.

Podejscie polegajace na szukaniu separatoréw zasadniczo nie ulegnie zmia-
nie. Majac separator S oddzielajacy u od v oraz dowolne P C S bedziemy
znajdowali distp(u,v) - dtugosé najkrotszej Sciezki miedzy u i v z btedem addy-
tywnym ea. Tym samym otrzymamy konstrukcje wyroczni zwracajacej wyniki
z takim wlasnie btedem.

W celu otrzymania btedu wzglednego 1 + €, skonstruujemy ciag wyroczni z
btedem addytywnym dla wyktadniczo rosnacych a.

3 Grafy nieskierowane, dowolne

o Wejscie algorytmu: graf nieskierowany
e Wspoétezynnik aproksymacji: 2k — 1.

e Preprocessing. Oczekiwany czas: O(kmn'/*), pamieé: O(kn'tV/F),
gdzie n - 1. wierzchotkéw, m - 1. krawedzi.

e Zapytania. Czas: O(k).

W pierwszej kolejnosci zajmiemy sie uproszczonym zagadnieniem konstrukcji
wyroczni dla jawnie zadanej metryki. Oczywiscie taki algorytm nie ma wigk-
szego praktycznego zastosowania i polega jedynie na “bompresji” metryki.

Skonstruujemy wstepujacy taiicuch A; podzbioréw wierzchotkow G o ma-
lejacej wyktadniczo wielkosci. Dla kazdego wierzchotka bedziemy przechowy-
wali jego odleglos¢ od zbiorow A; oraz specjalny zbior B(v). Dokladniej, jesli
we A — A1 tow € B(w) wtw. gdy 6(v,w) < §(v, Aiy1).

Okaze sie, ze na podstawie tych informacji przechowywanych w formie hash-
tablic, bedziemy w stanie wyznaczaé odleglosé dist(u,v) z zadanym wspotczyn-
nikiem aproksymac;ji.

Nastepnie przeniesiemy konstrukcje na sytuacje, w ktérej metryka nie jest
zadana jawnie, a jedynie indukowana przez pewien graf nieskierowany G.



