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Czy P = NP?
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Czy algorytmy rozwigzujace problemy NP-zupetne musza

przeszukiwaé przestrzeri wszystkich mozliwych rozwigzan?
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L — pewien problem NP-zupetny
O*(2") — ztozonos¢ brutalnego algorytmu rozwiazujacego P

Czy dla problemu L istnieje algorytm
o ztozonosci obliczeniowej O*(2°"), gdzie & — stata, 5 < 17
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CNF-SAT — problem spetnialnosci formut logicznych
w postaci CNF
o*(2") — ztozono$¢ brutalnego algorytmu dla CNF-SAT,

n — liczba zmiennych w formutach

Czy istnieje algorytm dla CNF-SAT
o ztozonosci obliczeniowej O*(2°"), gdzie & — stata, 5 < 17

O ztozonosci obliczeniowej kilku probleméw NP-zupetnych
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Wyniki ankiety:

Da sie — 10% Nie da sie — 90%
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Ztozonoéé obliczeniowa problemu CNF-SAT k-DOMINATING SET

2SAT+2CLAUSES

ZLOZONOSC OBLICZENIOWA
PROBLEMU CNF-SAT
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Ztozonoéé obliczeniowa problemu CNF-SAT k-DOMINATING SET

2SAT+2CLAUSES

Najszybszy znany algorytm dla CNF-SAT dziata w czasie:

O* (2"'(1_|n(m/n)+10(|n ) ))

gdzie n — liczba zmiennych, m — liczba klauzul
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Ztozonoéé obliczeniowa problemu CNF-SAT <- MINATING SET
2

+2CLAUSES

Pokazemy, ze jesli ktéra z ponizszych hipotez jest prawdziwa, to
istnieje szybszy algorytm dla CNF-SAT:

Hipoteza

Istnieje k > 3 i € € (0, k), takie ze problem
k-DOMINATING SET mozna rozwigzaé w czasie O(n*—¢).

Hipoteza

Istnieje € > 0, taki ze problem 2SAT+2CLAUSES mozna
rozwigza¢ w czasie O((m + n)%~€).

| \

N
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Ztozonoéé obliczeniowa problemu CNF-SAT k-DOMINATING SET

+2CLAUSES

Problem k-DOMINATING SET:

Wejscie:  graf nieskierowany o n wierzchotkach i m krawedziach
Wyjscie:  k-elementowy podzbiér zbioru wierzchotkéw dominujacy
wszystkie wierzchotki w grafie.

Mowimy, ze podzbiér A C V' dominuje wierzchofek v € V, gdy

v € A lub v jest sgsiadem pewnego wierzchotka z A.
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Ztozonoéé obliczeniowa problemu CNF-SAT k-DOMINATING SET

2SAT+2CLAUSES

Jak rozwigza¢ problem k<-DOMINATING SET?

Algorytm bezposredni — sprawdzi¢ wszystkie k-elementowe
podzbiory zbioru wierzchotkéw. Czas dziatania: O(nk*1).

Da sie szybciej?
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Ztozonoéé obliczeniowa problemu CNF-SAT k-DOMINATING SET

2SAT+2CLAUSES

Niech A bedzie macierza sasiedztwa grafu G i niech B = A - ar.

Twierdzenie

Zbior {vj, v} jest dominujacy w grafie G wtw, gdy Bli,j] = 0.

2-DOMINATING SET mozna rozwigza¢ w czasie O(n).
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Ztozonoéé obliczeniowa problemu CNF-SAT k-DOMINATING SET

2SAT+2CLAUSES

Rozszerzamy pomyst na dowolne k:

@ rozpatrujemy wszystkie k/2-elementowe podzbiory zbioru
wierzchotkéw S, S5, ...,S( ")

k/2
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Ztozonoéé obliczeniowa problemu CNF-SAT k-DOMINATING SET

2SAT+2CLAUSES

Rozszerzamy pomyst na dowolne k:

@ rozpatrujemy wszystkie k/2-elementowe podzbiory zbioru
wierzchotkéw S, S5, ...,S( ")

k/2
@ definiujemy macierz A:
Aili,j] = 0 wtw, gdy wierzchotek v; jest dominowany przez S;
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Ztozonoéé obliczeniowa problemu CNF-SAT k-DOMINATING SET

2SAT+2CLAUSES

Rozszerzamy pomyst na dowolne k:

@ rozpatrujemy wszystkie k/2-elementowe podzbiory zbioru
wierzchotkéw S, S5, ...,S( ")

k/2
@ definiujemy macierz A:
Aili,j] = 0 wtw, gdy wierzchotek v; jest dominowany przez S;
o obliczamy macierz By = Ay - A] rozmiaru (k’/’z) X (k'/'2)

(mozna to zrobi¢ w czasie O(nkto(1))),
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Ztozonoéé obliczeniowa problemu CNF-SAT k-DOMINATING SET
2SAT+2CLAUSES

Twierdzenie

Zbior S; U S; jest dominujacy w grafie G wtw, gdy Byl[i,j] = 0.

k-DOMINATING SET mozna rozwiaza¢ w czasie O(nk+o1))
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Ztozonoéé obliczeniowa problemu CNF-SAT k-DOMINATING SET

2SAT+2CLAUSES

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

Jesli dla pewnego k problem k-DOMINATING SET mozna
rozwigza¢ w czasie O(n (%)), to dla CNF-SAT istnieje algorytm o
ztozonosci O((m + k2n/k)f(k)),

Jesli wezmiemy f(k) = k — €, to otrzymamy lepszy algorytm dla
CNF-SAT.
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Ztozonoéé obliczeniowa problemu CNF-SAT k-DOMINATING SET

2SAT+2CLAUSES

Problem 2SAT+2CLAUSES:

Wejscie:  koniunkcja formuty w postaci 2CNF z
dwiema klauzulami o dowolnej dtugosci
Wyjscie:  spetnialnosé formuty
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Ztozonoéé obliczeniowa problemu CNF-SAT k-DOMINATING SET

2SAT+2CLAUSES

Jak rozwiazaé problem 2SAT+2CLAUSES?

Twierdzenie

Problem 2SAT+2CLAUSES mozna rozwigzaé w czasie
O(mn + n?), gdzie n — liczba zmiennych, m — liczba wszystkich
klauzul.

Czy istnieje algorytm dziatajacy w czasie O((m 4 n)?>—€)?
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Ztozonoéé obliczeniowa problemu CNF-SAT k-DOMINATING SET

2SAT+2CLAUSES

Udowodnimy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

Jesli problem 2SAT+2CLAUSES mozna rozwigzaé w czasie

O((m + n)>=¢), to dla CNF-SAT istnieje algorytm o ztozonosci
0(21-3)m).
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Ztozono$é obliczeniowa CSP

ZtOZONOSC OBLICZENIOWA CSP
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Ztozono$é obliczeniowa CSP

Problem spetnialnosci wiezéw (d, k)-CSP
Wejscie:
@ Y — dziedzina zmiennych, |X| = d,
@ C — zbiér wiezéw postaci
C=xi#s,x0#%,...}

gdzie |C| < k, x; — zmienne, s; € X wartosci.

Wyjscie:

Wartosciowanie zmiennych a: Var(C) — X spetniajace wiezy.
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Ztozono$é obliczeniowa CSP

Przyktady:
@ (2, k)-CSP to problem k-SAT
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Ztozono$é obliczeniowa CSP

Przyktady:
@ (2, k)-CSP to problem k-SAT
o (d,2)-CSP to problem d-GRAPH COLORABILITY
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Ztozono$é obliczeniowa CSP

Jaka jest dolna granica ztozonosci obliczeniowej (d, k)-CSP?

cd k = inf{c: (d, k)-CSP mozna rozwigzac w czasie 2" poly(n)}

Pokazemy, ze prawdziwe jest twierdzenie:

Twierdzenie
Dla dowolnych statych d’ > d i k:

Cd’,k 2 LIOgd(d,)J 0 Cd’k
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Ztozono$é obliczeniowa CSP

W szczegdlnosci przy zatozeniu nastepujacej hipotezy:

Exponential Time Hypothesis (ETH)

€23 >0

otrzymujemy, ze:

cd,3 € Oflog d)

czyli ztozonos¢ obliczeniowa (d,3)-CSP to Q*(2l0g(d)n),
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