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Czy P = NP?
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Czy algorytmy rozwi¡zuj¡ce problemy NP-zupeªne musz¡

przeszukiwa¢ przestrze« wszystkich mo»liwych rozwi¡za«?
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L � pewien problem NP-zupeªny

O∗(2n) � zªo»ono±¢ brutalnego algorytmu rozwi¡zuj¡cego P

Czy dla problemu L istnieje algorytm

o zªo»ono±ci obliczeniowej O∗(2δn), gdzie δ � staªa, δ < 1?
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CNF-SAT � problem speªnialno±ci formuª logicznych

w postaci CNF

O∗(2n) � zªo»ono±¢ brutalnego algorytmu dla CNF-SAT,

n � liczba zmiennych w formuªach

Czy istnieje algorytm dla CNF-SAT

o zªo»ono±ci obliczeniowej O∗(2δn), gdzie δ � staªa, δ < 1?
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Wyniki ankiety:

Da si¦ � 10% Nie da si¦ � 90%
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k-DOMINATING SET
2SAT+2CLAUSES

Z�O�ONO�� OBLICZENIOWA

PROBLEMU CNF-SAT
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Najszybszy znany algorytm dla CNF-SAT dziaªa w czasie:

O
∗(2

n·(1− 1

ln(m/n)+O(ln lnm)
)
)

gdzie n � liczba zmiennych, m � liczba klauzul
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Poka»emy, »e je±li któr¡ z poni»szych hipotez jest prawdziwa, to

istnieje szybszy algorytm dla CNF-SAT:

Hipoteza

Istnieje k ≥ 3 i ε ∈ (0, k), takie »e problem

k-DOMINATING SET mo»na rozwi¡za¢ w czasie O(nk−ε).

Hipoteza

Istnieje ε > 0, taki »e problem 2SAT+2CLAUSES mo»na

rozwi¡za¢ w czasie O((m + n)2−ε).
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Problem k-DOMINATING SET:

Wej±cie: graf nieskierowany o n wierzchoªkach i m kraw¦dziach

Wyj±cie: k-elementowy podzbiór zbioru wierzchoªków dominuj¡cy

wszystkie wierzchoªki w gra�e.

De�nicja

Mówimy, »e podzbiór A ⊂ V dominuje wierzchoªek v ∈ V , gdy

v ∈ A lub v jest s¡siadem pewnego wierzchoªka z A.
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Jak rozwi¡za¢ problem k-DOMINATING SET?

Algorytm bezpo±redni � sprawdzi¢ wszystkie k-elementowe

podzbiory zbioru wierzchoªków. Czas dziaªania: O(nk+1).

Da si¦ szybciej?
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Niech A b¦dzie macierz¡ s¡siedztwa grafu G i niech B = A · AT
.

Twierdzenie

Zbiór {vi , vj } jest dominuj¡cy w gra�e G wtw, gdy B[i , j ] = 0.

Wniosek

2-DOMINATING SET mo»na rozwi¡za¢ w czasie O(nω).
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Rozszerzamy pomysª na dowolne k :

rozpatrujemy wszystkie k/2-elementowe podzbiory zbioru

wierzchoªków S1, S2, ..., S( n

k/2)

de�niujemy macierz Ak :

Ak [i , j ] = 0 wtw, gdy wierzchoªek vj jest dominowany przez Si

obliczamy macierz Bk = Ak · AT
k rozmiaru

(
n

k/2

)
×

(
n

k/2

)
(mo»na to zrobi¢ w czasie O(nk+o(1))).
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Twierdzenie

Zbiór Si ∪ Sj jest dominuj¡cy w gra�e G wtw, gdy Bk [i , j ] = 0.

Wniosek

k-DOMINATING SET mo»na rozwi¡za¢ w czasie O(nk+o(1)).

�ukasz Bieniasz-Krzywiec O zªo»ono±ci obliczeniowej kilku problemów NP-zupeªnych



Wst¦p
Zªo»ono±¢ obliczeniowa problemu CNF-SAT

Zªo»ono±¢ obliczeniowa CSP
Bibliogra�a

k-DOMINATING SET
2SAT+2CLAUSES

Udowodnimy teraz nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie

Je±li dla pewnego k problem k-DOMINATING SET mo»na

rozwi¡za¢ w czasie O(nf (k)), to dla CNF-SAT istnieje algorytm o

zªo»ono±ci O((m + k2n/k)f (k)).

Je±li we¹miemy f (k) = k − ε, to otrzymamy lepszy algorytm dla

CNF-SAT.
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Problem 2SAT+2CLAUSES:

Wej±cie: koniunkcja formuªy w postaci 2CNF z

dwiema klauzulami o dowolnej dªugo±ci

Wyj±cie: speªnialno±¢ formuªy
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Jak rozwi¡za¢ problem 2SAT+2CLAUSES?

Twierdzenie

Problem 2SAT+2CLAUSES mo»na rozwi¡za¢ w czasie

O(mn + n2), gdzie n � liczba zmiennych, m � liczba wszystkich

klauzul.

Czy istnieje algorytm dziaªaj¡cy w czasie O((m + n)2−ε)?
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Udowodnimy nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie

Je±li problem 2SAT+2CLAUSES mo»na rozwi¡za¢ w czasie

O((m + n)2−ε), to dla CNF-SAT istnieje algorytm o zªo»ono±ci

O(2(1−ε
2
)n).
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Z�O�ONO�� OBLICZENIOWA CSP
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Problem speªnialno±ci wi¦zów (d , k)-CSP

Wej±cie:

Σ � dziedzina zmiennych, |Σ| = d ,

C � zbiór wi¦zów postaci

C = {x1 6= s1, x2 6= s2, . . . }

gdzie |C | ≤ k , xi � zmienne, si ∈ Σ warto±ci.

Wyj±cie:

Warto±ciowanie zmiennych a : Var(C) 7→ Σ speªniaj¡ce wi¦zy.
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Przykªady:

(2, k)-CSP to problem k-SAT

(d , 2)-CSP to problem d -GRAPH COLORABILITY
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Jaka jest dolna granica zªo»ono±ci obliczeniowej (d , k)-CSP?

De�nicja

cd , k = inf{c : (d , k)-CSP mo»na rozwi¡za¢ w czasie 2cnpoly(n)}

Poka»emy, »e prawdziwe jest twierdzenie:

Twierdzenie

Dla dowolnych staªych d ′ > d i k:

cd ′, k ≥ blogd (d ′)c · cd , k
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W szczególno±ci przy zaªo»eniu nast¦puj¡cej hipotezy:

Exponential Time Hypothesis (ETH)

c2, 3 > 0

otrzymujemy, »e:

cd , 3 ∈ O(log d)

czyli zªo»ono±¢ obliczeniowa (d , 3)-CSP to Ω∗(2log(d) n).
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